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A notion of pseudo-multiplicative unitaries appeared, first with a commutative
basis in the study of measured groupoids and then in a more general case in
depth-2 inclusions of von Neumann algebras. This article studies the finite dimen-
sional version of this formalism generalizing S. Baaj and G. Skandalis’ works to
Ž .finite dimensional quantum groupoids. Other works by T. Yamanouchi and more
recently by G. Bohm, K. Szlachanyi, and F. Nill or by L. Vainerman and D.´
Nikshych, enter into that theory.  2001 Academic Press
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1. INTRODUCTION
1.1
De recents articles ont pour objet la generalisation, des groupes quan-´ ´ ´
tiques et des groupoıdes, a une cateorie qu’on pourrait appeler groupoıdes¨ ` ´ ¨
Ž        .quantique EV , M , Vai , BoSz1 L .
 Dans Val , on a defini la categorie des bimodules de Hopf sur une base´ ´
N abelienne; cette construction generalisait celle des algebres de Hopf von´ ´ ´ `
 Neumann ES ; pour tout groupoıde localement compact muni d’un systeme¨ `
de Haar, on peut construire deux objets de cette categorie: l’un est´
commutatif et l’autre est symetrique. On a mis en evidence un poids´ ´
operatoriel ayant des proprietes d’invariance a gauche generalisant la´ ´ ´ ` ´ ´
mesure de Haar et le poids de Plancherel associes a un groupe; enfin on´ `
caracterisait les groupoıdes finis a l’aide des objets commutatifs de dimen-´ ¨ `
sion finie de cette categorie. Precisant ces structures nous avons montre,´ ´ ´
 dans le meme cadre Val2 , qu’un unitaire pseudo-multiplicatif, dans unˆ
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 formalisme generalisant celui de Baaj et Skandalis BaSk , redonne toutes´ ´
ces structures et permet de lire l’eventuelle moyennabilite du groupoıde.´ ´ ¨
 Dans un travail avec Enock EV ont ete prolonges, au cas reductible, de´ ´ ´ ´
precedents resultats sur certaines inclusions, de profondeur deux,´ ´ ´
Ž   .d’algebres de von Neumann E , EN ; dans ce cadre nous avons construit`
un unitaire pseudo-multiplicatif qui genere deux structures de bimodule de´ `
Hopf duales l’une de l’autre; l’inclusion s’interprete alors en termes´
d’action d’un de ces bimodules de Hopf.
1.2
 Dans Y , Yamanouchi a defini la theorie des algebres de Kac´ ´ `
generalisees de dimension finie. Les physiciens theoriciens Bohm et al. ont´ ´ ´ ´ ¨
mis en lumiere une notion plus generale de C*-algebre de Hopf faible` ´ ´ `
Ž     .BoSz1 , BoSz2 , BoSzNi dont les exemples sont tires de la theorie´ ´
Ž .conforme des champs QFT ; cette structure a egalement ete degagee par´ ´ ´ ´ ´
Ž   .Vainerman et Nikshych NV1 , NV2 dans le cadre des inclusions de
profondeur deux de sous facteurs de type II . Cependant ces axiomatiques1
ne peuvent se prolonger de maniere substantielle et directe a la dimension` `
Ž .infinie cf. chapitre deux , il est donc important de decrire les groupoıdes´ ¨
quantiques finis d’une fac¸on qui echappe a cette obstruction.´ `
De maniere heuristique, les algebres de Kac generalisees de Ya-` ` ´ ´ ´
manouchi et les C*-algebres de Hopf faibles different de la theorie` ` ´
classique du fait que le coproduit  n’est pas unitaire, tandis que pour les
bimodules de Hopf, l’espace d’arrivee du coproduit est le produit fibre´ ´
Ž     .au-dessus d’une algebre au sens de Sauvageot S1 , S2 , S3 . Ces deux`
points de vue en dimension finie sont identiques; en effet, dans ce cadre
purement algebrique, le produit tensoriel de Sauvageot est une reduite du´ ´
produit tensoriel spatial ordinaire ou le projecteur associe joue le role de` ´ ˆ
Ž . 1 . Ainsi les unitaires pseudo-multiplicatifs s’identifient, en dimension
finie, aux isometries partielles multiplicatives possedant une base en un´ ´
sens que nous allons preciser.´
1.3
Dans le chapitre deux, on met en place les premiers elements d’une´ ´
theorie des isometries partielles multiplicatives en dimension finie; dans le´ ´
meme esprit que Baaj et Skandalis; on decrit des criteres de regularite enˆ ´ ´ ´ ´
mettant en lumiere l’importance de la notion de vecteur fixe ou cofixe. On`
montre dans le troisieme chapitre que les isometries partielles multiplica-` ´
tives possedant une base et regulieres caracterisent les C*-algebres de´ ´ ` ´ `
Hopf faibles dont l’antipode, sur les sous algebres de Cartan, est involu-`
 tive; le chapitre 4 de BoSz3 recele des idees similaires, nous en donnons` ´
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ici une demonstration autonome la plus complete possible dans un autre´ `
formalisme.
On montre la regularite de l’isometrie partielle multiplicative associee a´ ´ ´ ´ `
toute inclusion de profondeur deux M M , dotee d’un poids operatoriel´ ´0 1
 Žregulier et de groupe modulaire identique, quand M M ou M´ `0 2 2
.designe la construction de base est de dimension finie. Dans ce cas,´
l’algebre M  M a une structure de C*-algebre de Hopf faible, ce qui` `0 2
 generalise un resultat du a Vainerman et Nikshych NV1 . Le quatrieme´ ´ ´ ` `
chaptire est consacre au developpement de trois exemples d’isometries´ ´ ´
partielles multiplicatives. Le premier exemple est associe a un groupoıde´ ` ¨
fini quelconque et caracterise le cas commutatif. Le deuxieme exemple a´ `
un indice scalaire et engendre une C*-algebre de Hopf faible a antipode` `
involutive. Le troisieme exemple engendre une C*-algebre de Hopf faible` `
a antipode non involutive.`
2. UNE TRADUCTION DES BIMODULES DE HOPF ET
DES UNITAIRES PSEUDO-MULTIPLICATIFS EN
DIMENSION FINIE
2.1 Produits Tensoriels Relatifs et Produits Fibres en Dimension Finie´
On notera, dans toute la suite, N une algebre de von Neumann de`
dimension finie, N s’identifie donc a une somme d’algebres de matrices` ´
  4 M et on notera p la famille des projecteurs minimaux du centre n
  4de N et e 1 i, j n une famille d’unites matricielles pour N. Si´i, j 
M , M sont deux autres algebres de von Neumann de dimension finie et s`1 2
Ž . Ž .resp. r est une antirepresentation resp. une representation fidele non´ ´ `
Ž .degeneree de N dans M resp. M , d’apres la theorie spatiale developpee´ ´ ´ ´ ` ´ ´ ´1 2
     par Sauvageot S1 , S2 , S3 , on peut construire canoniquement une
algebre de von Neumann produit fibre de M et M , qu’on notera` ´ 1 2
Ž . ŽM  M . Si H resp. H est un espace hilbertien dans lequel M resp.1 s r 2 1 2 1
.M opere spatialement et si  est une trace fidele sur N, alors M  M` `2 1 s r 2
opere spatialement sur un espace hilbertien produit fibre de H et H au` ` 1 2
dessus de  , qu’on notera H 	 H , obtenu par separation du produit´1 s r 2
tensoriel algebrique H H pour le produit scalaire defini de deux´ ´1 2
manieres par les relations:`
d   sŽ . , 1 2 	  ,  ,	   
 r  ,  Ž .1 s r 2 s r  ž /ž /d
d   rŽ .  ,  
 s  ,  .1 2ž /ž /d
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Ž .Plus precisement, M  M est le commutant dans L H 	 H de´ ´ 1 s r 2 1 s r 2
l’algebre de von Neumann, notee M  	 M  , engendree par les tenseurs` ´ ´1 s r 2
m 	 m pour tous m , m dans M  , M  respectivement. Cette theorie,´1 s r 2 1 2 1 2
qui existe en dimension infinie, est equivalente dans ce cadre algebrique a´ ´ `
la theorie de la reduction. Ainsi, en notant Tr la trace canonique de H´ ´ H 22  et en posant 
 Tr  r, on a d’apres la proposition 2.4 de EV :`H 2
2.1.1. LEMME. Dans les conditions qui precedent, il existe un projecteur´ `
Ž . Ž .e dans s N 	 r N tel que:s, r
Ž . Ž Ž . Ž .1 i	 Tr e est positif et inersible dans le centre de s N ,H s, r2
Ž . Ž Ž . . Ž Ž ..2 pour tout n dans N: e s n 	 1 
 e 1	 r n ,s, r s, r
Ž .3 Il existe une isometrie I de H 	 H dans H 	H de support´ s, r 1 s r 2 1 2
Ž . ŽŽ .Ž .12 .final e telle que I 	 	 
 e i	 Tr e 	 	 pour touss, r s, r s r s, r H s, r 2
 , 	 dans H , H respectiement,1 2
Ž .4 I realise un isomorphisme spatial d’algebres de on Neumann de´ `s, r
Ž .   Ž   .M  M sur la reduite M 	M et de M 	 M sur e M 	M .´1 s r 2 1 2 e 1 s r 2 s, r 1 2s, r
2.1.2. Remarque. Le lemme precedent ne peut pas s’etendre de maniere´ ´ ´ `
generale en dimension infinie: l’application 	 	 	 	 n’est a priori´ ´ `s r
definie que sur une partie dense de H 	H et n’est pas necessairement´ ´1 2
Ž .une fonction continue en norme, du couple  ,	 . Par exemple on peut

Ž . Žfaire operer, par multiplication ponctuelle, N
 L  pour la mesure de´
. 2Ž .Lebesgue dz sur H
 L  , on definit ainsi une representation r et une´ ´
2Ž .anti-representation s egales; dans ce cas on a: H H 
 L  , H 	´ ´ 	1 s r 2 1
dz
2Ž 2 .H 
 L  , dz dz et l’application ci-dessus n’est pas continue.2
En fait le projecteur e se caracterise et s’exprime algebriquement´ ´s, r
dans le lemme suivant:
2.1.3. LEMME. Dans les conditions qui precedent:´ `
Ž . Ž . Ž Ž .. Ž .1 pour tout x dans L H resp. L H , la relation e x	 1 
 01 2 s, r
Ž Ž . .resp. e 1	 x 
 0 entraıne que x
 0,ˆs, r
Ž . Ž . Ž  .2 pour toute decomposition e 
Ý s n 	 r n ou tous les´ `s, r i
1, . . . , p i i
n , n sont dans N alors: Ý n n 
 1,i i i
1, . . . , p i i
Ž . Ž .3 e est le seul projecteur e de M 	 r N qui erifie les deux´s, r 1
conditions:
Ž .a pour tous m , m dans M et M respectiement, la relation1 2 1 2
Ž . Ž .e m 	 1 
 0 entraıne que m 
 0 et la relation e 1	m 
 0 entraıneˆ ˆ1 1 2
que m 
 0,2
Ž . Ž Ž . . Ž Ž ..b pour tout n dans N: e s n 	 1 
 e 1	 r n .
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1  Ž . Ž . Ž .4 on a e 
Ý Ý s e 	 r e ,s, r  i, j i, j j, in
Ž .5 e est le seul element e de M 	M qui erifie les deux conditions:´´ ´s, r 1 2
Ž .a Il existe une decomposition de e sous la forme e 
´
Ž . Ž  .  Ý s n 	 r n , ou tous les n , n sont dans N, aec Ý n n`i
1, . . . , p i i i i i
1, . . . , p i i

 1,
Ž . Ž Ž . . Ž Ž ..b Pour tout n dans N: e s n 	 1 
 e 1	 r n .
Ž . Ž . Ž .Demonstration. 1 Soit x un element de L H tel que e x	 1´ ´ ´ 1 s, r
Ž .Ž . Ž .
 0, on en deduit que i	 Tr e x
 0, et d’apres le lemme 2.1.1 1´ `H s, r2
Ž . Ž .on a x
 0, si x est un element de L H tel que e 1	 x 
 0 alors´ ´ 2 s, r
Ž . Ž .e x	 1 
 0 ou e est associe a l’algebre opposee de N et donc` ´ ` ` ´r , s r , s
x
 0 d’apres ce qui precede.` ´ `
Ž . Ž .2 D’apres le lemme 2.1.1 2 , pour toute decomposition e 
` ´ s, r
Ž . Ž  . Ý s n 	 r n , ou tous les n , n sont dans N, on peut ecrire:` ´i
1, . . . , p i i i i
e s n n  1 	 1Ýs , r i iž /ž /
i
1, . . . , p

 e s n n 	 1  eŽ .Ž .Ý s , r i i s , r
i
1, . . . , p

 e s n s n 	 1  eŽ . Ž .Ž .Ý s , r i i s , r
i
1, . . . , p

 e s n 	 1 s n 	 1  eŽ . Ž .Ž . Ž .Ý s , r i i s , r
i
1, . . . , p

 e 1	 r n s n 	 1  eŽ . Ž .Ž . Ž .Ý s , r i i s , r
i
1, . . . , p

 e s n 	 r n  eŽ . Ž .Ž .Ý s , r i i s , r
i
1, . . . , p

 e s n 	 r n  eŽ . Ž .Ž .Ýs , r i i s , r
i
1, . . . , p

 e2  e 
 0.s , r s , r
Ž . Ž  .On en deduit d’apres le lemme 2.1.3 1 que s Ý n n  1 
 0 et,´ ` i
1, . . . , p i i
puisque s est injective, que Ý n n 
 1.i
1, . . . , p i i
Ž . Ž .3 Il est clair que e est un projecteur de M 	 r N qui verifie les´s, r 1
Ž . Ž . Ž  .conditions a et b , soit e un autre projecteur et p , p dansi i i
1, . . . , k
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Ž .M  N tel que e
Ý p 	 r p , on peut alors ecrire:´i
1, . . . , k i i
e s p p  1 	 1 
 e s p p 	 1  eŽ . Ž .Ž .Ý Ýi i i iž /ž /
i
1, . . . , p i
1, . . . , p

 e s p 	 1 p 	 1  eŽ . Ž .Ž .Ý i i
i
1, . . . , p

 e 1	 r p p 	 1  eŽ . Ž .Ž .Ý i i
i
1, . . . , p

 e p 	 r p  eŽ .Ž .Ý i i
i
1, . . . , p

 e2 e
 0.
Ž  .Ceci permet d’affirmer que Ý s p p 
 1 d’ou l’on tire que`i
1, . . . , p i i
e e
 e p 	 r p 
 e 1	 r p p 	 1Ž . Ž . Ž .Ž .Ý Ýs , r s , r i i s , r i iž /
i
1, . . . , k i
1, . . . , k

 e s p 	 1 p 	 1 
 e s p p 	 1Ž . Ž . Ž .Ž . Ž .Ý Ýs , r i i s , r i i
i
1, . . . , k i
1, . . . , k

 e s p p 	 1
 e .Ž .Ýs , r i i s , r
i
1, . . . , k
On a donc e e
 e et par un calcul symetrique ee 
 e, d’ou e 
 e.´ `s, r s, r s, r s, r
1  Ž . Ž . Ž .4 Il est immediat de verifier que Ý Ý s e 	 r e remplit´ ´  i, j i, j j, in
Ž . Ž .les conditions 3 a et 3 b .
Ž . Ž . Ž .5 Il est clair que e verifie les conditions a et b ; soit e un autre´s, r
Ž .element de M 	M dans ces conditions et p , p dans N tels´ ´ 1 2 i i i
1, . . . , p
Ž . Ž . que e
Ý s p 	 r p avec Ý p p 
 1, soit egalement´i
1, . . . , p i i i
1, . . . , p i i
Ž  .n , n dans les memes conditions mais relativement a e , on peutˆ `i i i
1, . . . , p sr
ecrire:´
e
 e s n n 	 1 
 e s n s n 	 1Ž . Ž . Ž .Ý Ýi i i iž / ž /
j
1, . . . , p j
1, . . . , p

 e s n 	 r n 
 ee 
 s p 	 r p eŽ . Ž . Ž . Ž .Ý Ýi i s , r i i s , rž / ž /
j
1, . . . , p j
1, . . . , p

 s p s p 	 1 e 
 s p p 	 1 e 
 e .Ž . Ž .Ý Ýi i s , r i i s , r s , rž / ž /ž /
j
1, . . . , p j
1, . . . , p
2.1.4. Notation. Dans toute la suite, on designera par  la trace sur N´
egale a tr  r, qu’on supposera dans toute la suite egale a tr  s.´ ` ´ `H H2 1
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Ž .2.1.5. LEMME. 1 Pour tout  , il existe un entier m strictement positif
Ž  .tel que, pour tous i, j aec 1 i, j n : Tr  r e 
m  , H j, i  i, j2
m Ž . Ž .2 aec les notations de 1 , en posant n 
Ý p , on definit un´0  n
Ž . Ž .Ž .element positif inersible tel que s n 
 i	 Tr e ,´´ 0 H s, r2
Ž .3 on a la decomposition en somme directe:´
1
 H 	 H 
 s e H 	 r e H ,Ž .Ý1 s r 2 i , j 1 j , i 2 ž /m n '  i , j
Ž . 2 24 dim N
Ý n , dim H 	 H 
Ý m et dim H 
Ý n m ,  1 s r 2   2   
Ž .5 pour tous  ,   dans H , on a:1
d   s 1Ž . ,    
 s e  ,   e .Ž .Ž .Ý Ý j , i i , jd m i , j
Ž Ž .Demonstration. Comme l’element i	 Tr e est inversible et dans´ ´ ´ H s, r2 1  Ž . Ž Ž .Ž . .le centre de s N et qu’il est egal a s Ý Ý Tr  r e e on en´ `  i, j H i, j j, in 2
Ž . Ž . Ž .deduit 1 puis 2 aisement. L’assertion 3 est une reformulation du´ ´
lemme 2.1.1 L’egalite dim N
Ý n2 est trivale, d’autre part dim H 	´ ´   1 s r
Ž .Ž . 2 Ž Ž ..H 
 Tr 	 Tr e 
 Ý m et dim H 
 Tr r 1 
2 H H s , r   2 H1 2 2
Ž Ž  .. Ž . Ž .Ý Tr r p 
Ý n m d’ou l’on tire 4 . L’egalite dans 5 est un` ´ ´ H   2
simple calcul de routine.
2.2. Unitaires Pseudo-multiplicatifs en Dimension Finie et Isometries Partielles´
Multiplicaties
Dans ce paragraphe on traduit en dimension finie la notion d’unitaire
pseudo-multiplicatif et de bimodules de Hopf associes.´
On considere un espace hilbertien H de dimension finie, une algebre de` `
ˆŽ . Žvon Neumann N,  resp.  ,  une representation resp. deux anti-repre-´ ´
. Ž .sentations non degenerees injectives donc N est de dimension finie qui´ ´ ´ ´
ˆcommutent deux a deux, et telles que tr
 tr
 tr , ou tr designe` ` ´
la trace canonique de H, on munit N de la trace 
 tr . Rappelons,
ˆpour la bonne comprehension de ce qui suit, que  et  sont alors une´
˚representation et une antirepresentation de N.´ ´
2.2.1. DEFINITION. On appelle unitaire pseudo-multiplicatif de base´
ˆŽ .N,  ,  ,  , tout unitaire W de H 	 H sur H H tel que:ˆ 	   
˚
ˆŽ .1 W entrelace  ,  ,  , au sens ou quelque soit n dans N, on a:`
W  n 	 1 
 1  n WŽ . Ž .Ž .ˆ 	   ž /
˚
ˆ ˆW 1 	 n 
 1  n WŽ . Ž .ˆ 	ž /   ž /
˚
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W  n 	 1 
  n 1 WŽ . Ž .Ž .ˆ 	   ž /
˚
ˆW 1 	 n 
  n 1 W ,Ž . Ž .Ž .ˆ 	   ž /
˚
Ž .2 W verifie la relation pentagonale:´
1 W W 	 1Ž .ˆ	   ž /
˚

 W 1  1 1 W  1 	  1 	 W ,Ž . Ž .ˆ ˆ	 	 	  1     2   1  ž / ž / ž /
  ˚ ˚ ˚
ou  designe la volte de H H sur H 	 H, et  la volte de` ´ 	1     2
˚
Ž . Ž Ž .. Ž . ŽH 	 H 	 H 
H 	 H 	 H sur H H 	 H ou N agit a` `ˆ ˆ ˆ	               
˚
.gauche sur H 	 H via  agissant sur sa jambe droite .ˆ 
2.2.2. Remarque. L’application 1 	 W realise un isomorphisme´ˆ 
Ž . Ž . Žisometrique de H 	 H 	 H sur H 	 H H ou N agit a´ ` `ˆ ˆ ˆ 	         
˚
.gauche sur H H via  agissant sur sa jambe droite de meme pourˆ	 
˚
Ž . Ž .W 	 1 de H 	 H 	 H sur H H 	 H.ˆ ˆ ˆ ˆ	           
˚
Via les isometries du lemme 2.1.1, en dimension finie en posant I
´
 Ž   I  WI on a l’enonce equivalent a la definition 2.2.1 cf. EV ,´ ´ ´ ` ´ˆ ,  1  , 
Ž ..5.6 iv :
2.2.3. DEFINITION. On appelle isometrie partielle multiplicative de base´ ´
ˆŽ .N,  ,  ,  , toute isometrie partielle I de supports initial e et final´ ˆ , 
e telle que: , 
ˆŽ . Ž . Ž .1 I appartient au commutant de  N 	  N ,
Ž .2 pour tout n dans N, on a:
1	  n I
 I  n 	 1Ž . Ž .Ž . Ž .
ˆI 1	  n 
  n 	 1 I ,Ž . Ž .Ž . Ž .
Ž .3 I verifie la relation pentagonale:´
I I I 
 I I .12 13 23 23 12
2.2.4. Remarques. Soit I une isometrie partielle multiplicative dont la´
ˆŽ .base est N,  ,  ,  , ses supports sont donc e et e ce qui entraıneˆˆ ,   , 
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ˆŽ Ž .. Ž Ž . . Ž Ž .. Ž Ž . .que 1	  N I
  n 	 1 I et I 1	  n 
 I  n 	 1 pour tout
n dans N. Si  designe la volte de H	H, alors I* est une isometrie´ ´
ˆŽ .partielle multiplicative sur N de base N,  ,  ,  . De plus si I , k
k
1, . . . , m sont des isometries partielles multiplicatives sur des espaces´
ˆŽ .hilbertiens H , k
 1, . . . , m, de base respective N ,  ,  ,  , k
k k k k k
1, . . . , m, alors la somme directe orthogonale I est encore une k
k
1, . . . , m
isometrie partielle multiplicative sur H dont la base est le´  k
k
1, . . . , m
ˆŽ .quadruplet: N ,  ,  ,  . On dira   k k k k
k
1, . . . , m k
1, . . . , m k
1, . . . , m k
1, . . . , m
qu’une isometrie partielle multiplicative est indecomposable si et seule-´ ´
ment si elle ne peut s’ecrire comme une telle somme avec au moins deux´
termes non triviaux. Il est clair, en raisonnant sur la valeur maximale de
m, que toute isometrie partielle multiplicative peut se decomposer en une´ ´
somme d’isometries partielles indecomposables.´ ´
2.2.5. LEMME. On a les egalites:´ ´
Ž .  Ž .1 I I 
 I I I 
 e 	 1 I I ,ˆ13 23 12 23 12  ,  13 23
Ž .  Ž .2 I I 
 I I I 
 I I 1	 e ,12 13 23 12 23 12 13  , 
Ž .   Ž . 3 I I 
 I I I 
 1	 e I I ,ˆ12 23 23 12 13  ,  12 23
Ž . Ž Ž . .4 si m designe la multiplication des tenseurs i.e., m a	 b 
 ab´
Ž .ŽŽ  .Ž . . alors on a l’egalite: i 	 m 	 i I 	 1 I 	 1 I 
 I I I 
´ ´ 12 13 14 13 23 23
I I I .12 12 13
Ž .Demonstration. D’apres le lemme 2.1.3 4 e et e 
´ ` ˆ ,   , 
Ž  . Ž .  Ý  n 	  n ou tous les n , n sont dans N avec Ý n n`i
1, . . . , p i i i i i
1, . . . , p i i

 1, on en tire d’apres la definition 2.2.3:` ´
ˆ e 	 1 I I 
  n 	  n 	 1 I IŽ . Ž .Ž . Ž .ˆ Ý ,  13 23 i i 13 23
i
1, . . . , p

 I 1	  n 	  n IŽ . Ž .Ž .Ý13 i i 23
i
1, . . . , p

 I 1	  n 	  n 1	 e IŽ . Ž .Ž . Ž .Ý13 i i  ,  23
i
1, . . . , p

 I 1	  n  n 	 1 1	 e IŽ . Ž .Ž . Ž .Ý13 i i  ,  23
i
1, . . . , p

 I 1	  n n 	 1 1	 e IŽ .Ž . Ž .Ý13 i i  ,  23
i
1, . . . , p

 I I .13 23
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Or on a:
e 	 1 I I 
 I I I I 
 I I I ,Ž .ˆ ,  13 23 12 12 13 23 12 23 12
Ž .d’ou la double egalite de 1 . La deuxieme double egalite se demontre de` ´ ´ ` ´ ´ ´
la meme maniere. Quant a la troisieme, on peut ecrire, grace a laˆ ` ` ` ` `
deuxieme:`
I I I 
 I I I I 
 1	 e I IŽ .ˆ23 12 13 23 23 12 23  ,  12 23
ˆ  
 1	  n 	  n I IŽ . Ž .Ž .Ý i i 12 23
i
1, . . . , p
ˆ    
 I 1	 n 	 n I 
 I 1	 e I 
 I I .Ž . Ž . Ž .Ž . ˆÝ 12 i i 23 12  23 12 23
i
1, . . . , p
Enfin, en ecrivant I
Ý a 	 b , les egalites suivantes sont vraies:´ ´ ´i i i
i	m	 i I 	 1 I 	 1 IŽ . Ž . Ž .Ž .12 13 14

 i	m	 i a	 b	 1	 1 a 	 1	 b 	 1Ž . Ž . Ž .Ý i i j jž
i , j , k
 a 	 1	 1	 bŽ .k k /

 i	m	 i aa a 	 b	 b 	 bŽ . Ž .Ý i j k i j kž /
i , j , k

 aa a 	 bb 	 bÝ i j k i j k
i , j , k

 aa 	 bb 	 1 a 	 1	 b 
 e 	 1 I 
 I I IŽ .ˆÝ Ýi j i j k k  ,  13 12 12 13ž /ž /
i , j k
ˆ 
  n 	  n 	 1 IŽ . Ž .Ž .Ý i i 13
i
1, . . . , p

 I 1	  n 	  n 
 I I I .Ž . Ž .Ž .Ý13 i i 13 23 23
i
1, . . . , p
ˆ2.3. Les Algebres S et S Engendrees par Une Isometrie Partielle Multiplicatie` ´ ´
Ž .Ž .2.3.1. NOTATIONS ET LEMME. Les ensembles notes S
 	 i I ´
ˆŽ . 4 Ž .Ž . Ž . 4 L H  et S 
 i 	  I  L H  sont des algebres non`
ˆ ˆŽ .degenerees ainsi que leurs adjointes S* et S*. En designant par M resp. M´ ´ ´ ´ ´
Ž . Ž .l’algebre inolutie i.e., de on Neumann engendree par S resp. S , les` ´
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ˆŽ . Ž . Ž Ž . Ž ..algebres  N et  N resp.  N et  N sont incluses dans les`
ˆ ˆŽ .multiplicateurs de S et dans M resp. S et dans M .
 Demonstration. Ceci se prouve comme la proposition 1.4 de BaSk : a´ `
partir de l’egalite I I 
 I I I , qui reste valable dans notre contexte´ ´ 13 23 12 23 12
Ž .d’apres le lemme 2.2.5 1 . Soit  un vecteur de H orthogonal a SH, on en` `
Ž Ž . . ŽŽdeduit que pour tous 	, 	,   dans H: I 		   , 		  
  	´ 	, 	
.Ž . . Ž .i I  ,  
 0. Donc le vecteur 		  est orthogonal a e H	H , en`  , 
particulier, si p designe le projecteur orthogonal sur l’espace vectoriel C ,´
Ž . Ž .on a e 1	 p 
 0 donc p
 0 d’apres le lemme 2.1.3 1 on raisonne de` , 
ˆ ˆmeme pour S ainsi que leurs adjointes S* et S*. Pour toute forme lineaireˆ ´
Ž . sur L H et tout n dans N, on a
ˆ	 i I  n 
 	 i I 1	  n 
 	 i  n 	 1 I .Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž .Ž . Ž .Ž .
Ž .Ce qui permet d’affirmer que S N est incluse dans S, l’inclusion de
Ž . N S dans S se montre de la meme maniere. On raisonne de maniereˆ ` `
Ž . Ž . Ž .identique pour  N . Comme  N et  N sont involutives elles sont
ˆŽ . Ž .donc aussi dans M, on raisonne de meme pour  N et  N .ˆ
2.3.2. COROLLAIRE. Pour tout n dans N les assertions suiantes sont
equialentes:´
Ž . Ž .1  n commute aec S,
Ž . Ž .2  n commute aec S,
ˆŽ . Ž . Ž .3  n 
  n ,
Ž . Ž . Ž . Ž .4  n est dans Z M le centre de M ,
Ž . Ž . Ž .5  n est dans Z M .
Demonstration. D’apres la definition 2.2.3, pour toutes formes , ´ ` ´
Ž .sur L H et tout n dans N, on a:
  n 	 i I  	 i I  nŽ . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž .

 	  1	  n I I 1	  nŽ . Ž . Ž .Ž . Ž .Ž .
ˆ
 	  I  n 	  nŽ . Ž . Ž .Ž .Ž .ž /
ˆ
  i	  I  n   nŽ . Ž . Ž . Ž .Ž .Ž .
ˆŽ . Ž .On en deduit que 1 est equivalente a 3 du fait que S* est non´ ´ `
degeneree. De meme on a:´ ´ ´ ´ ˆ
  n 	 i I  	 i I  nŽ . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž .

 	  1	  n I I 1	  nŽ . Ž . Ž .Ž . Ž .Ž .
ˆ
 	   n   n 	 1 IŽ . Ž . Ž .Ž .Ž .
ˆ
   n   n i	  I .Ž . Ž . Ž . Ž .Ž .Ž .
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ˆŽ . Ž .On en deduit que 2 est equivalente a 3 du fait que S est non degeneree.´ ´ ` ´ ´ ´ ´
Ž . Ž .Enfin si l’assertion 3 est vraie pour n elle l’est pour n*:  n commute
Ž .avec S* donc avec M; ceci entraıne 4 pour n. Le reste du lemme estˆ
alors clair.
2.3.3. COROLLAIRE. Si X  designe le commutant de X, on a:´
ˆ 1Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž Ž . .1  N   N 
  N  S
   N  S
ˆ ˆ1 ˆ ˆŽ . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž Ž . .2  N   N 
  N  S
   N  S
ˆ ˆŽ . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .3  N   N  S
  N   N  S
  N   N 
ˆ ˆ ˆŽ . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . N 
  N   N  Z M 
  N   N  Z M .
2.3.4. LEMME. Aec les notations du paragraphe 2.1, pour tout  les
assertions suiantes sont equialentes:´
Ž . Ž  . Ž  .1  p S p 
 0,
Ž . Ž  . Ž  .2 la trace canonique est identiquement nulle sur  p S p ,
Ž . Ž  . Ž  . Ž Ž  . .3 l’algebre  p S p est degeneree dans L  p H ,` ´ ´ ´ ´
 ˆ Ž . Ž . Ž .4  p  p 
 0.
Ž . Ž . Ž .Demonstration. Il est clair que 1 entraıne 2 , si 2 est vraie, alors´ ˆ
Ž  . Ž  . Ž Ž  . .l’algebre  p S p est nilpotente donc degeneree dans L  p H ,` ´ ´ ´ ´
Ž  .si tel est le cas, soit  un vecteur non nul dans  p H, orthogonal a`
Ž  . Ž  . p S p H, alors; pour tous 	 , 	 , 	 dans H, on a:1 2 3
ˆ  p 	 1 I 	 	 	 ,	 	 Ž . Ž .Ž .Ž .1 2 3

 I 1	  p 	 	 	 ,	 	 Ž . Ž .Ž .1 2 3

  	 i I  p 	 ,  
 0;Ž . Ž .Ž .Ž .	 , 	 21 3
ˆ Ž Ž . .on en deduit que 	 	  est orthogonal a l’image de  p 	 1 I c’est a´ ` `3
ˆ Ž Ž . .dire l’image du projecteur  p 	 1 e , en particulier si P designe le´ , 
ˆ Ž Ž . . Ž .projecteur orthogonal sur  , on a  p 	 1 e 1	 P 
 0; ceci , 
permet d’ecrire que:´
 ˆ   ˆ tr  p  p tr  p  pŽ . Ž . Ž . Ž .Ž . Ž .
P
  p PŽ .2 2 n nŽ . Ž .
 ˆ tr  p  pŽ . Ž .Ž .

  e PŽ .Ý i , i2nŽ .i
GROUPOIDES QUANTIQUES FINIS¨ 227
 ˆ tr  e  pŽ .Ž .Ž .i , i 
  e PŽ .Ý i , ini
 ˆ tr  e  pŽ .Ž .ž /i , j 
  e PŽ .Ý j , ini , j
ˆ  
 tr	 i  p 	 1 e 1	  p PŽ . Ž . Ž .Ž .Ž .ž / , 
 ˆ 
  p tr	 i  p 	 1 e 1	 P 
 0Ž . Ž . Ž . Ž .Ž .ž / , 
 ˆ Ž . Ž . Ž . Ž .d’ou l’assertion 4 . Enfin si  p  p 
 0, pour tout  dans L H ,`
on a:
 p 	 i I  p 
 	 i 1	  p I 1	  pŽ . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž . Ž .Ž .
ˆ  
 	 i  p  p 	 1 I 
 0Ž . Ž . Ž .Ž .Ž .
d’ou le lemme.`
2.3.5. COROLLAIRE ET DEFINITION. Pour que la trace canonique ne soit´
Ž  . Ž  .identiquement nulle sur aucune des algebres  p S p il faut et il suffit`
 ˆ Ž . Ž .que pour tout  :  p  p  0, ceci est encore equialent au fait que pour´
ˆŽ . Ž .tout projecteur non nul p du centre de N  p  p  0, on dira dans ce cas
ˆque  et  ne sont pas orthogonales.
Ž . Ž . Ž2.3.6. LEMME. Pour tous n, n dans N tels que  n 
  n resp.
ˆŽ ..
  n , alors n
 n et c’est un element du centre de N qui a meme image´´ ˆ
ˆŽ .par  et  resp.  .
Ž . Ž .Demonstration. Pour tous n, n dans N tels que  n 
  n , alors´
e  n 	 1Ž .Ž . , 

 e 1	  n 
 e 1	  n 
 II* 1	  nŽ . Ž . Ž .Ž . Ž . Ž . ,   , 

 I  n 	 1 I*
 I  n 	 1 I*
 II*  n 	 1Ž . Ž . Ž .Ž . Ž . Ž .

 e  n 	 1 .Ž .Ž . , 
Ž . Ž . Ž .On en tire, suivant le lemme 2.1.3, que  n 
  n 
  n , l’injectivite´
de  et sa commutation avec  permettent d’affirmer que n
 n et donc
Ž . Ž . n 
  n , l’autre assertion s’obtient par dualite.´
2.3.7. PROPOSITION. L’isometrie I est indecomposable si et seulement si´ ´
Ž .les cinq termes de l’egalite 2.3.3 3 alent 1.
Ž . Ž . Ž .Demonstration. Si  N   N  Z M 1, soit p un projecteur´
Ž . Ž . Ž .non trivial dans  N   N  Z M , d’apres le lemme 2.3.2, il existe`
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Ž . Ž .un projecteur non nul q dans le centre de N, tel que  q 
  q 
 p et
Ž . Ž . Ž . Žgrace a la definition 2.2.3, on a: p	 1 I
 1	 p I
 I p	 1 
 I 1	` ´
.p , en particulier p est dans S et donc, d’apres le corollaire 2.3.2, on a`
ˆŽ . Ž . Ž . ŽŽ . Ž .. Žaussi p
  q . Ainsi I
 p	 p I p	 p  p 1 	 p 1 I p
. Ž ..1 	 p 1 apparaıt comme la somme de deux isometries partiellesˆ ´
Ž . Žmultiplicatives sur pH et 1 p H de base respective qN,   qN,  
ˆ ˆ. ŽŽ . Ž . Ž . Ž . .qN,   qN et 1  q N,   1  q N,   1  q N,   1  q N .
Reciproquement si I est decomposable en deux isometries partielles´ ´ ´
multiplicatives non triviales I sur des espaces hilbertiens H pour i
 1, 2i i
et p le projecteurs orthogonal de H sur H , alors p appartient a`1 1 1
Ž . Ž . Ž . Ž . N   N  Z M . En raisonnant de maniere duale pour  N `
ˆ ˆŽ . Ž . N  Z M , on deduit le corollaire.´
2.3.8. DEFINITION. On dit que I est, connexe si les trois termes de´
Ž .l’egalite 2.3.3 1 sont egaux a 1, coconnexe si les trois termes de l’egalite´ ´ ´ ` ´
Ž .2.3.3 2 sont egaux a 1, et biconnexe si elle a les deux proprietes. Dans´ ` ´ ´
chacun de ces cas, I’isometrie partielle est indecomposable.´ ´
2.4. Les Coproduits Generes par Une Isometrie Partielle Multiplicatie´ ´ ´ ´
Ž  .2.4.1. DEFINITION Yamanouchi Y . Soit A une C*-algebre de di-´ `
mension finie, on appelle coproduit generalise sur A, tout morphisme ´ ´ ´
injectif de C*-algebres de A vers le produit tensoriel algebrique A	 A tel` ´
Ž . Ž . Ž .que 	 i 
 i	  , mais ou e
  1 n’est pas necessairement egal` ´ ´
Ž . Ž .a 1 . On dit que A,  est un C*-bigebre generalisee.` ` ´ ´ ´
2.4.2. LEMME ET DEFINITION. Si  est un coproduit generalise sur une´ ´ ´ ´
 Ž . Ž . Ž . 4C*-algebre A, l’ensemble R
 x A x 
 e x	 1 
 x	 1 e est une`
Ž .sous-C*-algebre de A qu’on appellera sous-algebre de Cartan but de A,  .` `
 Ž . Ž . Ž . 4L’ensemble S
 x A x 
 e 1	 x 
 1	 x e est une sous-C*-
Ž .algebre de A qu’on appellera sous-algebre de Cartan source de A,  .` `
Demonstration. Il est clair que R est un sous-espace vectoriel de A.´
Pour tous x, y dans A, on a:
 xy 
  x  y 
  x e y	 1 
  x  1 y	 1Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .

  x y	 1 
 e xy	 1 .Ž . Ž . Ž .
On en deduit tres simplement que R est stable par produit. Il est d’autre´ `
part evident que R est stable pour l’involution on en tire facilement que´
c’est une sous-C*-algebre de A. Le reste du lemme se montre de la meme` ˆ
maniere.`
2.4.3. LEMME. La sous-algebre de Cartan source et la sous-algebre de` `
Cartan but commutent, c’est a dire pour tout p dans R et pour tout q dans S,`
on a: pq
 qp.
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Demonstration. Pour tout p dans R et tout q dans S, on a:´
 qp 
  q e p	 1 
  q  1 p	 1 
  q p	 1Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .

 e 1	 q p	 1 
 e p	 1 1	 q 
  p 1	 qŽ . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .

  p  1 1	 q 
  p e 1	 q 
  p  qŽ . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .

  pq ,Ž .
d’ou le lemme.`
Ž .2.4.4. DEFINITIONS. 1 On dit que  est total si et seulement si pour´
Ž .Ž .tout m dans A la relation  1 m	 1 
 0 entraıne que m
 0 et laˆ
Ž .Ž .relation  1 1	m 
 0 entraıne que m
 0.ˆ
Ž2.4.5. DEFINITIONS. On appelle poids operatoriel de Haar but resp.´ ´
. Ž .source pour A,  , tout poids operatoriel semi-fini fidele de A dans R´ `
Ž . Ž .resp. S qui verifie la relation d’invariance suivante: i	 P 
  P´
Ž Ž . .resp. P	 i 
  P .
 La proposition 6.4 de EV peut s’enoncer de la maniere suivante:´ `
2.4.6. PROPOSITION. En notant I une isometrie partielle multiplicatie, au´
ˆŽ .sens de la definition 2.2.3, et M resp. M l’algebre de on Neumann sur H´ `
ˆŽ . Žengendree par S resp. S et en posant pour tout m dans M resp. pour tout m´ ˆ
ˆ.dans M :
 m 
 I m	 1 I*Ž . Ž .
ˆ m 
 I* 1	m I ,Ž . Ž .ˆ ˆ
ˆ ˆŽ . Ž .alors  resp.  est un coproduit generalise total pour M resp. M .´ ´ ´
Ž . Ž .L’algebre  N est incluse dans l’algebre de Cartan source de M,  et` `
ˆ ˆŽ .incluse dans l’algebre MM. L’algebre  N est incluse dans MM elle` `
ˆŽ . Ž .meme incluse dans l’algebre de Cartan but de M,  , enfin l’algebre  Nˆ ` `
ˆest incluse dans MM.
ˆ2.4.7. LEMME. L’isometrie I appartient a M	M.´ `
Ž .Demonstration. Soit m un element du commutant de M dans L H ,´ ´ ´
Ž .alors pour toutes formes lineaires ,  sur L H , on peut ecrire´
	  I 1	m 
  	 i I m 
  m 	 i IŽ . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž . Ž . Ž .

 	  1	m I .Ž . Ž .Ž .
Ž . Ž .On en tire que I 1	m 
 1	m I, on montrerait de meme que pourˆ
ˆ Ž . Ž .tout p dans le commutant de M on a I p	 1 
 p	 1 I, d’ou le`
lemme.
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2.5. Vecteurs Fixes et Vecteurs Cofixes d’Une Isometrie Partielle Multiplicatie´
2.5.1. DEFINITION. On dit qu’un vecteur e de H est fixe si tout vecteur´
	 dans H verifie l’une des conditions equivalentes suivantes:´ ´
Ž . Ž . Ž .i I e	 	 
 e e	 	 , , 
Ž . Ž . Ž .ii I* e	 	 
 e e	 	 .ˆ , 
2.5.2. DEFINITION. On dit qu’un vecteur e H est cofixe si tout vecteur´
	 dans H verifie l’une des conditions equivalentes suivantes:´ ´
Ž . Ž . Ž .i I 		 e 
 e 		 e , , 
Ž . Ž . Ž .ii I* 		 e 
 e 		 e .ˆ , 
Un vecteur e est donc fixe pour I si et seulement s’il est cofixe pour
I*.
Ž .2.5.3. Remarque. L’ensemble des vecteurs fixes resp. cofixes est un
ˆŽ . Ž Ž ..sous espace vectoriel de H stable par  N resp.  N .
Ž .2.5.4. LEMME. Pour tout ecteur fixe e, et tout n dans N, on a:  n e

ˆŽ . Ž . Ž . n e, et pour tout ecteur cofixe e, on a:  n e
  n e.ˆ ˆ ˆ
Demonstration. Pour tout n dans N, les definitions 2.5.1 et 2.2.3´ ´
permettent d’ecrire pour tout vecteur fixe e et tout vecteur 	 dans H que´
ˆ ˆ ˆe  n e	 	 
  n 	 1 e e	 	 
  n 	 1 I e	 	Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž . Ž . Ž . ,   , 

 I e	  n 	 
 e e	  n 	Ž . Ž .Ž . Ž . , 

 e  n e	 	Ž .Ž . , 
Ceci permet d’affirmer en notant P un projecteur sur les vecteurs fixes
ˆŽ Ž . . Ž Ž . .que e  n P	 1 
 e  n P	 1 , on en deduit d’apres le lemme´ ` ,   , 
ˆŽ . Ž .2.1.3 que  n P
  n P donc pour tout vecteur fixe e, et tout n dans N:
ˆŽ . Ž . n e
  n e. Le reste du lemme se montre de meme.ˆ
ˆŽ .2.5.5. DEFINITION. Si I est une isometrie partielle de base N,  ,  ,  ,´ ´
on appelle indice de I, l’element positif inversible du centre de N associe´ ´ ´
Ž .par le lemme 2.1.5 2 a e , on le notera n , ainsi il verifie les egalites` ´ ´ ´ˆ ,  0
 n 
 i	 tr e 
 tr	 i eŽ . Ž . Ž . Ž . Ž .ˆ0  ,   , 
ˆ n 
 i	 tr e  n 
 tr	 i e .Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž .ˆ0  ,  0  , 
2.5.6. Remarque. Notons I l’isometrie partielle multiplicative associee,´ ´
 grace aux theoremes 5.5 et 5.6 de EV , a toute inclusion M M deˆ ´ ` ` 0 1
facteurs de type II . Si  est la trace de Markov de cette inclusion, alors1
  Ž   .l’indice de Watatani E de  M M cf. W , prop. 2.4.2 et l’indice n de0 1 0
d tr  ˚Ž .I sont lies par la relation: En 
 ici N
M M .´ 0 0 1d
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ˆŽ Ž . Ž .. Ž Ž . Ž ..2.5.7. LEMME. On a: tr  n  n 
 tr  n  n 
0 0 0 0
ˆŽ Ž . Ž ..tr  n  n , et les assertions suiantes sont equialentes:´0 0
Ž . Ž . Ž .1  n 
  n ;0 0
ˆŽ . Ž . Ž .2  n 
  n ;0 0
ˆŽ . Ž . Ž .3  n 
  n ;0 0
ˆŽ . Ž . Ž . Ž .4  n 
  n 
  n .0 0 0
Demonstration. En appliquant deux fois le lemme 2.1.1, on peut af-´
Ž . Ž .Ž .firmer que H 	 H 	 H est isomorphe a e 	 1 1	 e`ˆ ˆ ˆ ˆ     ,   ,  
Ž . Ž .H	H	H et, via W 	 1, a H H 	 H qui est isomorphe a` `ˆ ˆ	     
˚
Ž .Ž .Ž .e 	 1 1 	 e H 	 H 	 H , donc d’apres la remarque 2.2.2`ˆ l,   , 
Ž .Ž .Ž . Ž .les espaces vectoriels e 	 1 1	 e H	H	H et e 	 1ˆ ˆ ,   ,   , 
Ž .Ž .1	 e H	H	H ont la meme dimension, ce qui peut s’ecrire:ˆ ´ˆ , 
tr	 tr	 tr e 	 1 1	 eŽ . Ž .ˆ ˆŽ .ž  ,   , 

 tr	 tr	 tr e 	 1 1	 e .Ž . Ž . Ž .ˆŽ . / ,   , 
Cette egalite permet d’affirmer que:´ ´
ˆtr  n  nŽ . Ž .Ž .0 0
ˆ ˆ
 tr tr	 i e  n 
 tr tr	 i e 1	  nŽ . Ž . Ž . Ž .Ž . Ž .ˆ ˆž / ž /ž / ,  0  ,  0

 tr	 tr e i	 i	 tr 1	 eŽ . Ž . Ž .ˆ ˆŽ . ,   , 

 tr	 tr i	 i	 tr e 	 1 1	 eŽ . Ž . Ž . Ž .ˆŽ .ž / ,   , 

 tr	 tr	 tr e 	 1 1	 eŽ . Ž . Ž .ˆŽ . ,   , 

 tr	 tr	 tr e 	 1 1	 eŽ . Ž . Ž .ˆŽ . ,   , 

 tr	 tr i	 i	 tr e 	 1 1	 eŽ . Ž . Ž . Ž .ˆŽ .ž / ,   , 

 tr	 tr e i	 i	 tr 1	 eŽ . Ž . Ž .ˆŽ . ,   , 
ˆ
 tr tr	 i e  nŽ . Ž . Ž .ž / ,  0
ˆ
 tr  n  n .Ž . Ž .Ž .0 0
Ž .De meme grace a l’isomorphisme entre H 	 H 	 H et H 	ˆ ˆ ` ˆ ˆ ˆ       
Ž .H H , fourni par la remarque 2.2.2, le meme raisonnement donne:ˆ	 
˚
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ˆ ˆŽ Ž . Ž .. Ž Ž . Ž .. Ž Ž . Ž ..tr  n  n 
 tr  n  n , d’ou l’egalite tr  n  n 
` ´ ´0 0 0 0 0 0
ˆŽ Ž . Ž .. Ž Ž . Ž ..tr  n  n 
 tr  n  n . Les equivalences suivantes sont alors´0 0 0 0
des consequences immediates de l’egalite de Schwarz.´ ´ ´ ´
Ž .2.5.8. LEMME. Si e est un ecteur fixe resp. cofixe , alors en notant
ˆ Ž . 
  , on a:  
   resp.  
   , l’operateur t´e e, e e e e e
d   Ž .e ˆŽ .
 est dans le centre de N et tn a meme image par  et  resp.  .ˆ0d
Demonstration. Pour tout vecteur fixe e, d’apres le lemme 2.5.4 et´ `
puisque I* a pour support e , pour tout vecteur 	 on a: , 
ˆd  Ž .e
 	 ,	ž /ž /d
22 12
 e 	 	 
 e e	  n 	Ž .ˆ ˆ Ž .   ,  0
2 212 12
 I* e	  n 	 
 e e	  n 	Ž . Ž .Ž . Ž .0  ,  0
2
12 12
 e  n  n 	Ž . Ž .	  0 0
˚
d  Ž .e 1
   n  n 	 ,	Ž . Ž .0 0ž /ž /d
ˆd    d   Ž .Ž . 1e eŽ . Ž . Ž . Ž .d’ou l’egalite de  et   n  n , donc tn a meme` ´ ´ ˆ0 0 0d d
image par  et . les proprietes de e sont alors claires. On raisonne par´ ´
dualite pour les vecteurs cofixes.´
Ž .2.5.9. DEFINITION. On dira qu’un vecteur fixe resp. cofixe e est nor-´
malise si et seulement s’il verifie l’une des conditions equivalentes suiv-´ ´ ´
antes:
Ž . Ž .Ž . Ž .1 i	  e 
 1 dans L H ;ˆe  , 
Ž . Ž .Ž . Ž .2  	 i e 
 1 dans L H ;e  , 
Ž . Ž .Ž . Ž Ž .Ž . . Ž .3  	 i e 
 1 resp. i	  e 
 1 dans L H ;ˆe  ,  e  , 
d   Ž . 1eŽ .4 
 n dans N;0d
ˆd    d   Ž .Ž . 1 1e eŽ . Ž .5 
 n resp. 
 n dans N.0 0d d
Ž2.5.10. Remarque. D’apres le lemme 2.5.8 si I est coconnexe resp.´
. Ž .connexe , tout vecteur fixe resp. cofixe est colineaire a un vecteur fixe´ `
Ž .resp. cofixe normalise.´
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2.5.11. PROPOSITION. Si I possede un ecteur fixe normalise e, l’algebre S` ´ `
Ž .Ž . Ž .Ž .a une unite egale a  	 i I , et l’operateur P 
 i	  I est un´ ´ ` ´e e e
projecteur algebrique dont l’adjoint laisse inariants tous les ecteurs fixes.´
Ž Ž .. Ž Ž . .Pour tout n dans N, on a l’egalite:   n 
   n P .´ ´ e e e
Demonstration. Si I possede un vecteur fixe normalise e, alors pour´ ` ´
tous 	,	 dans H, on peut ecrire que:´
 	 i I 	 , 	 
 I e	 	 , e	 	 
 e e	 	 , e e	 	Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž .Ž . Ž .e  ,   , 

 e 		 e , e 		 eŽ . Ž .Ž . ,   , 
d  Ž .e
  n 	 , 	 
 	 , 	 .Ž .0ž /ž /d
Ž .Ž .Ainsi  	 i I est egal a 1 donc S est unitaire et le lemme 2.3.1 permet´ `e
Ž . Ž .d’affirmer que  N et  N sont inclus dans S, de meme on aˆ
i	  I i	  I 
 i	  I ,Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .e e
Ž .ou  est la forme definie pour tout T dans L H par` ´
 T 
  	  I T	 1 I*Ž . Ž . Ž .Ž .e e
ˆŽ .on pour tout T dans  N , on a:
 T 
  	  I T	 1 I* 
 T	 1 I* e	 e , I* e	 eŽ . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž . Ž .e e

 T	 1 e e	 e , e e	 eŽ . Ž . Ž .Ž .ˆ ˆ ,   , 

 e Te	 e , e e	 eŽ . Ž .Ž .ˆ ˆ ,   , 
d  Ž .eˆ
  n Te, e 
  TŽ .0 ež /ž /d
ˆ Ž .Ž .puisque I est dans M	M, on en deduit que P 
 i	  I est un´ e e
projecteur algebrique, de plus pour tout vecteur fixe e, et tout vecteur 	´
dans H, on peut affirmer que:
P e ,	 
 i	  I* e ,	Ž . Ž . Ž . Ž .Ž . Ž .e e

 I* e	 e ,		 e 
 e e	 e , 		 eŽ . Ž .Ž . Ž .ˆ , 
d  Ž .eˆ
 e e	 e , e 		 e 
  n e,	Ž . Ž .Ž .ˆ ˆ ,   ,  0ž /ž /d

 e,	Ž .
donc P laisse invariants tous les vecteurs fixes. Enfin, quelque soit ne
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dans N, on a:
  n 
   n  	 i I 
  	  1	  n IŽ . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž .Ž .Ž .e e e e e

  	   n 	 1 I 
   n i	  IŽ . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž .Ž . Ž .e e e e

   n P .Ž .Ž .e e
2.5.12. LEMME. Si e designe un ecteur fixe normalise, les assertions´ ´
suiantes sont equialentes:´
Ž . Ž .Ž . Ž .i P 
 i	  I est le projecteur orthogonal sur le  N modulee e
des ecteurs fixes,
Ž .ii le projecteur P est orthogonal,e
Ž . Ž .iii P e 
 e,e
Ž .iv  
  .e e
Ž . Ž . Ž .Demonstration. Clairement l’assertion i entraıne ii ; si ii est vraie,´ ˆ
alors P 
 P et donc, d’apres la proposition 2.5.11, P laisse invariants`e e e
Ž . Ž .tous les vecteurs fixes, on en deduit iii . Si l’assertion iii est vraie, d’apres´ `
Ž .Ž .la proposition 2.5.11, pour tout n dans N, on peut ecrire que:   n´ e
Ž Ž . . Ž Ž .. Ž .
   n P 
   n , l’assertion iv est donc vraie. Supposons main-e e e
Ž .tenant que iv soit realisee, alors on peut ecrire pour tout 	 dans H que:´ ´ ´
i	  I 	 ,	Ž . Ž .Ž .e

 I 		 e ,		 e 
 I 		 e , e 		 eŽ . Ž . Ž .Ž . Ž . , 
 I 		 e e 		 e  e 		 e e 		 eŽ . Ž . Ž . Ž .ˆ ,   ,   , 
12 12d   d  Ž . Ž .e eˆ  n 	  n 	0 0ž / ž /d d
  2 	 .
La projection P est donc orthogonale, donc P 
 P et d’apres la propo-`e e e
sition 2.5.11, P laisse invariants les vecteurs fixes. Reciproquement, tout´e
vecteur 	 dans H invariant par P est tel que:e
  2I 		 e , e 		 e 
 I 		 e , 		 e 
 P 	 ,	 
 	 .Ž . Ž . Ž . Ž .Ž . . Ž .Ž . ,  e
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Or, on a:
I 		 e 
 e 		 eŽ . Ž .ˆ , 
12d  Ž .eˆ  
 	 	 e 
  n 	 
 	ˆ  0 ž /d
et
12d  Ž .e
 e 		 e 
 	 e 
  n 	 
 	 .Ž . 	 ,    0ž / d˚
Ž . Ž .D’apres l’egalite de Schwarz: I 		 e 
 e 		 e , on montre de la` ´ ´  , 
Ž . Ž .meme maniere que: I* 		 e 
 e 		 e . Soit  quelconque dans H,ˆ ` ˆ , 
d’apres le lemme 2.2.5 on a alors:`
e 	 1 I 		 e	 Ž .Ž .ˆ ,  13

 I 1	 e 		 e	  
 I I I 		 e	 Ž . Ž .Ž .13  ,  13 23 23

 I I I I 		 e	  
 I I I 1	 e 		 e	 Ž . Ž .Ž .ˆ12 23 12 23 12 23 12  , 

 I I 1	 e I 		 e	  
 I I e 	 1 		 e	 Ž . Ž .Ž .Ž .ˆ12 23  ,  12 12 23  , 

 I e 	 1 I 		 e	  
 I 1	 e 		 e	 Ž . Ž .Ž . Ž .12  ,  23 12  , 

 e I 		 e	  
 e e 	 1 		 e	 Ž . Ž . Ž . Ž .Ž .ˆ ,  12  ,   , 13 13

 e 	 1 e 		 e	  .Ž . Ž .Ž .ˆ ,   ,  13
Ž . Ž .On en tire que I 		  
 e 		  , ceci permet d’affirmer que 	 est , 
fixe donc P est le projecteur orthogonal sur l’espace des vecteurs fixes,e
d’ou la proposition.`
Ž . Ž Ž .1 .2.5.13. LEMME. En notant h  
 tr  n  , on definit un poids´0
Ž . Ž .Ž .fidele sur L H tel que l’operateur i	 h I est non nul et un ecteur e de` ´
Ž .Ž .H est fixe pour I si et seulement si i	 h I e
 e.
Ž .Ž .Demonstration. L’operateur i	 h I n’est pas nul sinon pour toute´ ´
Ž . Ž .Ž .. Ž .Ž ..forme lineaire  sur L H h 	 i I 
  i	 h I 
 0, en partic-´
ulier la trace canonique s’annulerait sur l’algebre S ce qui contredirait le`
fait qu’elle soit non degeneree dans H.´ ´ ´ ´
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Si e est un vecteur fixe pour I, pour tout 	 dans H et en choisissant une
Ž .base orthonormale 	 de H, on peut affirmer que:i
1i	 h I e, 	 
 1   n I e	 	 ,		 	Ž . Ž . Ž . Ž .Ž . Ž .Ý ž /0 i i
i
1
 1	  n e e	 	 ,		 	Ž . Ž .Ž .Ý ž /0  ,  i i
i
12 12
 e e	  n 	 , e 		  n 	Ž . Ž .Ž . Ž .Ý ž / ,  0 i  ,  0 i
i
d   d trŽ .Ž .	 , 	i i
  e,	 
  e,	Ý ž /ž / ž /ž /d di

 e, 	Ž .
Ž .Ž .donc i	 h I e
 e. Reciproquement si e est un vecteur de H, tel que´
Ž .Ž . Ž .i	 h I e
 e, compte tenu du fait que  N est dans le centralisateur
de h, on a pour tout n dans N:
ˆ ˆ ˆ n e
  n i	 h I e
 i	 h  n 	 1 I eŽ . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž .Ž .

 i	 h I 1	  n e 1Ž . Ž . Ž .Ž .Ž .

 i	 h 1	  n I e 2Ž . Ž . Ž .Ž .Ž .

  n e. 3Ž . Ž .
Ž .12 Ž .Ž .De plus en posant f
  n e, on a i	 k I f
 f , ou k est la forme`0
Ž . Ž Ž .12 Ž .12 .definie par k x 
 tr  n  n x .´ 0 0
On peut ecrire, compte tenu du lemme 2.1.1, que pour tous f , f :´ 1 2
dans H:
i	 k I f , fŽ . Ž .Ž .1 2
12 12
 I f 	  n 	 , f 	  n 	Ž . Ž .Ž .Ý ž /1 0 i 2 0 i
i
12 12
 I f 	  n 	 , e f 	  n 	Ž . Ž .Ž . Ž .Ý ž /1 0 i  ,  2 0 i
i
12 12ˆ I  n f 	 	 e  n f 	 	Ž . Ž .Ž . Ž .Ý 0 1 i  ,  0 2 i
i
GROUPOIDES QUANTIQUES FINIS¨ 237
12 12ˆ e  n f 	 	 e  n f 	 	Ž . Ž .ˆ Ž . Ž .Ý  ,  0 1 i  ,  0 2 i
i
12
d  Ž .	 , 	i iˆ  f , fÝ 1 1ž /ž /ž /di
12
d  Ž .	 , 	i i  f , fÝ 2 2ž /ž /ž /di
1212d d trŽ .ˆ  f , f  f , f1 1 2 2ž / ž /ž / ž /d d
12 12 f , f f , f .Ž . Ž .1 1 2 2
Si l’on fait f 
 f 
 f , les inegalites precedentes sont des egalites, et en´ ´ ´ ´ ´ ´1 2
ˆ 12Ž Ž . .particulier l’egalite de Schwarz permet d’affirmer que I  n f	 	´ ´ 0 i
12Ž Ž . . Ž .
 e  n f	 	 et d’apres l’egalite 3 , e est fixe.` ´ ´ ,  0 i
2.5.14. Remarque. On a prouve dans la demonstration du lemme 2.5.13´ ´
Ž .Ž . Ž . Ž Ž .12que i	 k I , ou k est la forme definie par k x 
 tr  n` ´ 0
Ž .12 . n x , a une norme inferieure ou egale a 1.´ ´ `0
2.6. Isometries Partielles Multiplicaties Regulieres´ ´ `
Ž . Ž .Ž . Ž . 42.6.1. LEMME. L’ensemble C I 
 i	  I  L H  , ou `
Ž . i idesigne la olte de H	H, est une sous algebre de  N , et si I
Ý I 	 I´ ` i 1 2
Ž . Ž .  i i Ž .4alors C I 
 I L H I 
 Ý I xI , x L H .2 1 i 2 1
Ž .Ž . Ž . 4Demonstration. Le fait que i	  I  L H  soit une algebre´ `
est une consequence immediate de la relation pentagonale comme dans la´ ´
Ž .  proposition 3.2 a de BaSk . Si n est un element quelconque de N, et´ ´
Ž .d’apres la definition 2.2.3, pour tout  L H  on a:` ´
 n i	  IŽ . Ž . Ž .

 i	   n 	 1 I 
 i	   1	  n IŽ . Ž . Ž . Ž .Ž . Ž .Ž . Ž .

 i	  I  n 	 1 
 i	  I  n .Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž .Ž .
Ž . Ž .Donc C I est une sous algebre de  N . Pour tous 	,	 dans H si on`
Ž .note  la forme vectorielle x x	,	 , et  l’operateur de rang´	, 	 	 , 	
Ž . Ž .Ž Ž ..1:   ,	 	, alors un calcul immediat donne i	   A	 B 
´ 	, 	
B A, la fin du lemme en decoule.´	, 	
ˆŽ .2.6.2. LEMME. Si C I est autoadjoint, les algebres S et S sont autoad-`
jointes.
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Ž . Demonstration. D’apres le lemme 2.2.5 3 on a:  I I I 
´ ` 12 23 12 13
 I I , on peut appliquer le meme raisonnement que dans la proposi-ˆ12 12 23
ˆ ˆ tion 3.5 de BaSk pour conclure. L’egalite de S et M provient de la´ ´
remarque precedente.´ ´
2.6.3. DEFINITION. On dit qu’une isometrie partielle multiplicative I au´ ´
Ž . Ž .sens de 2.2.3 est reguliere si et seulement si C I 
  N .´ `
ˆ2.6.4. Remarques. I est reguliere si et seulement si I est reguliere et´ ` ´ `
ˆdans ce cas S et S sont des C*-algebres, on montrera la reciproque de` ´
ˆcette propriete et on precisera les structures de S et S dans le chapitre´ ´ ´
ˆŽ . Ž .suivant. De meme C I est autoadjoint si et seulement si C I l’estˆ
2.6.5. LEMME. En notant pour tous ,  dans H, T l’operateur sur H´, 
d   Ž .  , defini par    , alors T 
 T et l’algebre engendree par ces´ ` ´,   , ž /d
Ž .operateurs est egale  N .´ ´
Demonstration. Pour tous  ,   dans H, on a d’apres le lemme 2.1.5:´ `
d  Ž . , 
T  ,   
   , Ž .Ž . ,  ž /ž /d
1
 
  e  ,   e  ,  Ž . Ž .Ž .Ý Ý j , i i , jž /m i , j
1
 
  e  ,   e  ,  Ž . Ž .Ž . Ž .Ý Ý j , i i , jm i , j
1
 
  e  ,  ,  e  Ž . Ž .Ž .Ý Ý ž /j , i i , jm i , j
1
 
  e  ,  e  ,  Ž . Ž .Ž .Ý Ý ž /j , i j , im i , j
1
 
  ,  e  ,   e Ž . Ž .Ž .Ý Ý j , i i , jž /m i , j
d  Ž .  , 
  ,   
  , T   .Ž .Ž . , ž /ž /d
Ainsi T 
 T et donc l’algebre engendree par ces operateurs est une` ´ ´,   , 
algebre de von Neumann. Soit x un operateur quelconque commutant` ´
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avec tous ces operateurs, alors pour tous ,  dans H et tout  dans H:´
d   d  Ž . Ž . ,  x , 
x 
   .ž / ž /d d
En appliquant cette egalite a 
  decrivant une base orthogonale´ ´ ` ´
Ž .	 de H, et en sommant sur I on obtient:i i I
d  Ž .x	 , ei ix
  ,Ýž /diI
Ž .et x appartient a  N , on en tire que l’algebre engendree par les` ` ´
Ž .operateurs T contient  N . Reciproquement, si n appartient a N,´ ´ ` , 
alors on a:
d   d  Ž . Ž . ,   , 
 n T 
  n  
  n Ž . Ž . ,  ž / ž /d d
d  Ž . Žn. , 
  
 T  n  .Ž . , ž /d
Ž .On en deduit que  N est dans le commutant de l’algebre engendree par´ ` ´
les operateurs T . Le lemme en decoule.´ ´ , 
2.6.6. COROLLAIRE. I est reguliere si et seulement si pour tous  ,  dans´ `
Ž .H, l’operateur T est dans C I .´  , 
2.6.7. PROPOSITION. Si I possede un ecteur fixe e et un ecteur cofixe e` ˆ
d   Ž .e , eˆtels que soit inersible dans N, alors I est reguliere.´ `
d
Demonstration. Soient I, e, e dans les conditions de l’enonce d’apres le´ ˆ ´ ´ `
d    d   Ž . Ž ..,   , Ž . Ž .lemme 2.5.4 pour tous ,  dans H, on a  e
  e.ˆ ˆ
d d
Un calcul de routine permet d’affirmer que:
d  Ž . ,  12
12i	  I  
   n eŽ . Ž . Ž . ˆŽ .e ,  Žn .  0ˆ 0 ž /d
d  Ž . ,  12
   n e.Ž . ˆ0ž /d
De meme, pour tous  , 	 dans H:ˆ
ˆd  ž /	 , e 12
12i	  I 	 
   n  .Ž . Ž . Ž .Ž . Žn .  , e 00 ž /d
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d   Ž . ,  12Ž . Ž .En composant les deux et en posant T
   n , on a:0d
i	  12 I i	  12 I Ž . Ž . Ž .Ž . Ž . Žn .  , e e ,  Žn . ˆ0 0
ˆd  Ž .T e , eˆ 12
   n Ž .0ž /d
d   d  Ž . Ž . ,  e , eˆ
    n  .Ž .0ž / ž /d d
d   Ž .e , eˆEn posant n
 n , on peut ecrire que:´0d
i	  12 12 I i	  12  12 I 
 T .Ž . Ž .Ž . Ž . Žn .  ,  Žn . e  Žn . e ,  Žn .   ,  Žn.ˆ0 0 0 0
Ž .Ž . Ž . 4Ainsi d’apres le lemme 2.6.1, i	  I  L H  contient tous les`
operateurs T donc I est reguliere d’apres le corollaire 2.6.6.´ ´ ` ` , 
´3. ISOMETRIES PARTIELLES MULTIPLICATIVES
´ ` `REGULIERES ET C*-ALGEBRES DE HOPF FAIBLES
Dans ce chapitre on montre qu’une isometrie partielle multiplicative est´
ˆreguliere si et seulement si les algebres S et S sont autoadjointes. On´ ` `
montre la regularite de l’isometrie partielle multiplicative associee par le´ ´ ´ ´
 theoreme 5.5 de EV a toute inclusion de profondeur deux d’algebres de´ ` ` `
von Neumann M M , dotee d’un poids operatoriel regulier, pour´ ´ ´0 1
 Žlaquelle M M est de dimension finie ou M designe la construction` ´0 2 2
.de base . On prouve qu’il existe une correspondance biunivoque entre
isometries partielles regulieres et C*-algebres de Hopf faibles, dont l’anti-´ ´ ` `
pode est involutive sur les sous algebres de Cartan; on generalise ainsi le` ´ ´
  theoreme 5.7 de NV1 enonc¸ant que M M possede une structure´ ` ´ `1 3
d’algebre de Hopf faible pour toute inclusion de profondeur deux et`
d’indice fini M M de sous facteurs de type II .0 1 1
3.1. C*-Algebres de Hopf Faibles en Dualite Generees par Une Isometrie` ´ ´ ´ ´ ´
Partielle Multiplicatie Reguliere´ `
 3.1.1. DEFINITION BoSzNi . Une C*-algebre de Hopf faible est la´ `
Ž .donnee d’un quadruplet A, ,  ,  ou A est une C*-algebre de dimen-´ ` `
sion finie,  est un coproduit generalise sur A,  une antipode sur S, c’est´ ´ ´
Ž .2 Ža dire une application lineaire de A vers A telle que  
 i ou ` ´ `
. Ž . Ž . Ž .designe le passage a l’adjoint ,  xy 
  y  x pour tous x, y dans A´ `
Ž . Ž .avec 	  
   ou  designe la volte de A , on suppose de plus` ´
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Ž Ž . .Ž . Ž . Ž . Ž . Žque m 	 i 	 i 	 i  x 
 1	 x  1 ou m est la multiplication`
Ž . .des tenseurs, i.e., m a	 b 
 ab , et que  est une co-unite, c’est a dire´ `
Ž . Ž .une forme lineaire positive sur A telle que 	 i 
 i	  
 i, et´
Ž .ŽŽ . Ž .Ž .. Ž .pour tous x, y dans A: 	  x	 1  1 1	 y 
  xy .
Ž      . Ž . Ž .3.1.2. Rappels cf. NV1 , NV3 , BoSzNi . 1 Si A, ,  ,  est une
Ž .C*-algebre de Hopf faible, on appelle counite but resp. source , l’applica-` ´
Ž . Ž Ž . .tion  
m i	   resp.  
m 	 i  .t s
Ž .2 La C*-algebre A possede un unique projecteur p, appele le` ` ´
Ž . Ž .projecteur de Haar, caracterise par les relations:  p 
 p,  p 
 1 et´ ´ t
Ž .pour tout a dans A, ap
  a p.t
Ž .3 Il existe une unique forme lineaire positive fidele , appelee la´ ` ´
Ž .mesure de Haar normalisee de A, ,  ,  , verifiant les trois proprietes´ ´ ´ ´
Ž .Ž Ž ..suivantes: 
 , i	   1 
 1 et pour tous x, y dans A:
i	  1	 y  x 
  i	   y 1	 x .Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž . Ž .Ž .
Ž . s Ž . Ž t Ž . .4 L’application E 
  	 i  resp. E 
 i 	   est 
l’esperance conditionnelle a valeurs dans la sous algebre de Cartan source´ ` `
Ž . s Ž t .resp. but telle que E 
  resp. E 
  , et c’est un poids 
Ž .operatoriel de Haar source resp. but .´
Ž . Ž .5 On dit que le triplet A, ,  ,  est une C*-algebre de Kac`
faible si c’est une C*-algebre de Hopf faible pour laquelle  est involutive,`
ce qui equivaut au fait que  soit une trace.´
 La proposition qui suit est enoncee dans le chapitre 4 de BoSz3 , nous´ ´
en donnons cependant une demonstration autonome.´
ˆ3.1.3. PROPOSITION. Si les algebres S et S, associees a une isometrie` ´ ` ´
Ž .Ž .partielle multiplicatie I, sont autoadjointes, les applications  : 	 i I 
Ž .Ž . Ž .Ž . Ž .Ž .	 i I* et  : i	  I  i	  I* ont bien un sens et sont uneˆ
ˆ ˆŽ . Ž .antipode pour S,  et S,  respectiement; de plus 
  et 
 
ˆ ˆŽ .resp. 
  et 
  , et ces deux antipodes sont liees par la relationˆ ˆ ´
Ž .Ž . Ž .Ž . Ž .Ž . Ž .	 i I 
 i	  I 
 I*; enfin les applications  : 	 i I   1ˆ
Ž .Ž . Ž . Ž .et  : i	  I   1 sont bien definies et telles que S, ,  ,  et´
ˆ ˆŽ .S, ,  ,  sont des C*-algebres de Hopf faibles mises en dualite par leˆ ˆ ` ´
²Ž .Ž . Ž .Ž .: Ž .Ž .crochet 	 i I , i	  I 
 	  I . Pour toute forme  dans
Ž . ŽŽ .Ž .. Ž .Ž . ŽŽ .Ž ..le dual de L H , on a:  	 i I 
 	 i e et  	 i I 
t  ,  s
Ž .Ž . Ž . Ž .	 i e . La sous algebre de Cartan but resp. source de S, ,  , `ˆ , 
Ž . Ž Ž ..est egale a  N resp.  N .´ `
ˆDemonstration. Si S et S sont autoadjointes, il est clair que S est egale´ ´
ˆ ˆ Ž .a M et S est egale a M. Si  est une forme lineaire quelconque sur L H` ´ ` ´
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Ž .Ž . Ž .telle que 	 i I 
 0, alors pour toute forme  sur L H , on a:
 i	  I 
  	 i I 
 0,Ž . Ž . Ž . Ž .Ž . Ž .
ˆon en deduit que  s’annule sur M, ce qui entraıne que:´ ˆ
 i	  I* 
  	 i I* 
 0,Ž . Ž . Ž . Ž .Ž . Ž .
ceci permet d’affirmer que  a un sens et est une application lineaire. On´
definit de meme  et ces deux applications sont trivialement reliees par la´ ˆ ˆ ´
Ž .Ž . Ž .Ž .relation: 	 i I 
 i	  I 
 I*. Si ,  sont deux formes lineairesˆ ´
Ž . Ž . Ž .Ž Ž . .sur L H , et en notant  x 
 	  I* 1	 x I , on peut ecrire´
que:
 	 i I 	 i IŽ . Ž . Ž . Ž .Ž .

   	 i I 
 		 i I* 
 	 	 i I I IŽ . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž . 12 23 12

 	 	 i I I I * 
 	 	 i I I *Ž . Ž . Ž . Ž .Ž . Ž .12 23 12 13 23

 	 	 i I I 
 	 i I* 	 i I*Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .23 13

  	 i I  	 i I .Ž . Ž . Ž . Ž .Ž . Ž .
Donc  est multiplicative pour tout n dans N et toute forme lineaire ,´
on a:
	 i I*   nŽ . Ž . Ž .Ž .

   n 	 i I 
  	 i 1	  n IŽ . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž . Ž .Ž .Ž .

  	 i I  n 	 1 
   n 	 i IŽ . Ž . Ž . Ž .Ž . Ž .Ž . Ž .Ž .

  n 	 i I* 
 	 i I*  n 	 1Ž . Ž . Ž . Ž .Ž . Ž .Ž .

 	 i I* 1	  n 
 	 i I*  n .Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž .Ž .
Ceci permet d’affirmer que 
  , l’egalite 
  se montre de la´ ´
Ž .Ž .meme maniere. De plus on a trivialement que i	  I 
 I*, ainsi pourˆ `
Ž .toute forme lineaire  dans L H , on peut ecrire que:´ ´
  	 i IŽ . Ž .Ž .Ž .

  	 i I* 
 	 i	 i i	  I*Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž . Ž .

 	 i	 i I I IŽ . Ž .23 12 23

 	 i	 i I I I * 
 	 i	 i I I *Ž . Ž . Ž . Ž .Ž . Ž .23 12 23 12 13

 	 i	 i I I .Ž . Ž .13 12
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De meme:ˆ
 	   	 i IŽ . Ž . Ž .Ž .

  	  	 i	 i I I IŽ . Ž . Ž .Ž .23 12 23

 	  	  I I IŽ . Ž .Ž . 23 12 23

 	  	  I IŽ . Ž .Ž . 12 13

 	 i	 i i	  i	 	  I IŽ . Ž . Ž . Ž .12 13

 	 i	 i i	  I I 
 	 i	 i I I .Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .12 13 13 12
Par des calculs similaires on obtient l’existence et les proprietes de  et la´ ´ ˆ
relation liant les deux antipodes est evidente. Pour toute forme  sur´
Ž . ŽL H , en rappelant que m designe la multiplication des tenseurs i.e.,´
Ž . .m a	 b 
 ab , on peut ecrire d’apres le lemme 2.2.5 que:´ `
m 	 i 	 i 	 i  	 i IŽ . Ž . Ž . Ž .Ž . Ž .

 m 	 i 	 i 	 i I 	 i I 	 1 I*Ž . Ž . Ž . Ž .Ž . Ž .Ž .

 m 	 i 	 i 	 i 	 i	 i I I IŽ . Ž . Ž . Ž .Ž . 23 12 23

 m 	 i 	 i 	 i 	 i	 i I IŽ . Ž . Ž . Ž .Ž . 12 13

 m 	 i 	 i 	 i	 i	 i i	 	 i I IŽ . Ž . Ž . Ž .Ž . 12 13

 	 i	 i i	m 	 i 	 i I I I 	 1 IŽ . Ž . Ž .Ž . Ž .23 12 23 14

 	 i	 i i	m 	 i 	 i I I 	 1 IŽ . Ž . Ž .Ž . Ž .12 13 14

 	 i	 i i	m	 i i	 	 i	 i I I 	 1 IŽ . Ž . Ž . Ž .Ž .12 13 14

 	 i	 i i	m	 i I I 	 1 IŽ . Ž . Ž .Ž .12 13 14

 	 i	 i I I I 
 	 i	 i I eŽ . Ž . Ž . Ž .13 23 23 13  , 

 1	 	 i I e .Ž . Ž .Ž .  , 
ˆComme S est une C*-algebre, elle possede une unite qui est l’unite de` ` ´ ´
Ž .L H puisqu’elle est non degeneree. Ainsi il existe une forme lineaire ´ ´ ´ ´ ´
Ž . Ž .Ž .sur L H telle que i	  I 
 1, donc quelque soit  forme lineaire sur´
Ž .L H , on a:
 	 i I 
  i	  I 
  1 ,Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž . Ž .
ceci permet d’affirmer que 
  S est unique. En posant pour toute
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0Ž . Ž .forme  sur L H :  x 
  x* , on peut ecrire que:Ž . ´
 	 i I * 	 i I 
 e  0 	 i I 	 i IŽ . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž . ˆŽ .Ž .

  	 i I 
  1Ž . Ž . Ž .
Ž . ŽŽ 0 . .Ž Ž . . Ž .ou  x 
   	  I* 1	 x I pour tout x dans L H , ce qui` ˆ
donne:
 	 i I * 	 i IŽ . Ž . Ž . Ž .Ž .

  0 	  eŽ . Ž .ˆŽ . ˆ , 
1
0  ˆ
   	   e 	  eŽ .ˆ Ž . Ž .Ž . Ý Ý i , j j , iž /n i , j
1
 
  e  e  0.Ž . Ž .Ž . Ž .Ý Ý j , i j , in i , j
Donc  est une forme positive, ce qui permet d’affirmer que:
 	 i I 
  	 i I* 
  i	  I*Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž . Ž . Ž .

  i	  I * 
  1 
  	 i I .Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž . Ž .
On a alors l’egalite 
  . De meme on peut ecrire, grace au lemme´ ´ ´ ´ ˆ
2.2.5 que:
	 i  	 i IŽ . Ž . Ž .Ž .Ž .

 	 i I 	 i I 	 1 I*
 	 i 	 i	 i I I IŽ . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž . 23 12 23

 	 	 i I I 
 	 i i	  I I 
 	 i IŽ . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž .12 13
Ž . Ž .d’ou, pour tout x de S, 	 i  x 
 x, en appliquant cette formule a` `
Ž . Ž . Ž . x et compte tenu de l’egalite 
  , on a aussi i	   x 
 x.´ ´
Ž .D’apres le lemme 2.1.3 4 , e et e peuvent simultanement se` ´ˆ ,   , 
ˆ Ž . Ž .decomposer sous la forme e 
Ý  n 	  n et e 
´ ˆ ,  i
1, . . . , p i i  , 
Ž . Ž  . Ý  n 	  n ou tous les n , n sont dans N; alors pour toutes`i
1, . . . , p i i i i
Ž . Ž . Ž .Ž Ž . .formes  et  sur L H , et en posant  T 
 	  I* 1	 T I
Ž .pour chaque T de L H , on a:
 	 i I 	 i IŽ . Ž . Ž . Ž .Ž .

   	 i IŽ . Ž .Ž .

  i	  I 
  1 
 	  eŽ . Ž . Ž . Ž .Ž . Ž .ˆ , 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ˆ 
   n   nŽ . Ž .Ž .Ž .Ý i i
i
1, . . . , p
ˆ 
  i	  I  n   n i	  IŽ . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž .Ž .Ý i i
i
1, . . . , p
ˆ 
 	  I  n 	 1 	   n 	 1 IŽ . Ž . Ž . Ž .Ž .Ž .Ž .Ý ž /i i
i
1, . . . , p

 	  I 1	  n 	  1	  n IŽ . Ž . Ž . Ž .Ž . Ž .Ž . Ž .Ý i i
i
1, . . . , p

  	 i I  n   n 	 i IŽ . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž . Ž .Ý i i
i
1, . . . , p

 	  	 i I  n 	  n 	 i IŽ . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž .Ý i i
i
1, . . . , p

 	  	 i I 	 1  n 	  nŽ . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž . Ž .Ý i i
i
1, . . . , p
 1	 	 i IŽ . Ž .Ž .

 	  	 i I 	 1 e 1	 	 i I .Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž . Ž . , 
Ž .Ceci permet d’affirmer que S, ,  ,  est une C*-algebre de Hopf faible.`
Pour toute forme  on a:
 	 i IŽ . Ž .Ž .t

m i	   	 i I 
m i	  I 	 i I 	1 I*Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . .Ž . Ž .

m i	  	 i	 i I I IŽ . Ž . Ž .23 12 23

 	 i i	m i	 i	  I I 
 	 i i	m I IŽ . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .12 13 12 13

 	 i eŽ . Ž . , 
l’autre egalite se montre de la meme maniere, les expressions de  et ´ ´ ˆ ` s t
Ž .permettent d’affirmer que la sous algebre de Cartan but resp. source de`
Ž . Ž . Ž Ž ..S, ,  ,  est egale a  N resp.  N .´ `
3.1.4. Remarque. S est une C*-algebre de Kac faible si et seulement si`
Sˆ l’est.
ˆ3.1.5. PROPOSITION. Les algebres S et S sont autoadjointes si et seulement`
si I est reguliere.´ `
Ž .Demonstration. Si I est reguliere alors C I est autoadjoint et S ainsi´ ´ `
ˆ ˆque S aussi d’apres le lemme 2.6.2. Reciproquement si S et S sont` ´
Ž .Ž .autoadjointes, d’apres la proposition 3.1.3, on a: i	  I 
 I*I
 e ,` ˆs  , 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ceci permet d’affirmer que si I
Ý I i	 I i et en notant  la volte dei 1 2
Ž . Ž .L H 	 L H , on a:
 I i 1 I i 
m  1 	  I 
m  1 	 i eŽ . Ž . Ž .ˆ ˆ ˆŽ . Ž . Ž .Ž . ˆŽ .Ý s 2 1 s  , 
i
1
1  ˆ
m   	 i  e 	  eŽ .ˆ Ž . Ž .Ý Ý ž /i , j j , iž /ž /ž /n i , j

 1.
Ž . Ž .Soit alors ix un element quelconque de  N  et M x l’operateur sur´ ´ ´
Ž .L H de multiplication a gauche par x, la derniere egalite permet d’ecrire` ` ´ ´ ´
que:
x
 x  I i 1 I i 
  I i x1 I iˆ ˆŽ . Ž . Ž . Ž .Ý Ýs 2 1 s 2 1
i i

m m 	 i 	M x 1  i	  IŽ . Ž . Ž . Ž .Ž .Ž .ˆŽ . 1, 2
Ž .ou  designe la volte de L H	H	H : x	 y	 z y	 z	 x, or` ´1, 2
Ž .Ž .l’egalite pentagonale permet d’affirmer que i	  I 
 I I , ainsi en´ ´ 12 13
utilisant les notations de Sweedler, si I
 i 	 i 
 j 	 j on a:1 2 1 2
x
m m 	 i 	M x 1  I IŽ . Ž . Ž .Ž .ˆŽ . 1, 2 12 13

m m 	 i 	M x 1  i 	 i 	 1 j 	 1	 jŽ . Ž . Ž . Ž .Ž .ˆŽ . Ž .1, 2 1 2 1 2

m m 	 i 	M x 1 i 	 j 	 i j 
  i j x1 i jŽ . Ž . Ž . Ž . Ž .ˆ ˆŽ . 2 2 1 1 2 2 1 1

  i j x1 j 1 i 
  i x1 iŽ . Ž . Ž . Ž . Ž .ˆ ˆ ˆŽ .2 2 1 1 2 1
1Ž . 1Ž . Ž . Ž 1 .Ž .ou x
 j x j ; or on a:  i 	  i 
  	  I 
 I donc x` ˆ ˆ ˆ2 1 1 2
Ž . Ž . Ž . 1Ž .appartient a C I 
  i L H  i et d’apres le lemme 2.6.1 I est` ˆ `2 1
reguliere.´ `
ˆ ˆŽ . Ž .3.1.6. COROLLAIRE. Si I est reguliere, alors  N 
 S S, et  N 
´ `
ˆS S.
Ž .Demonstration. D’apres les propositions 2.4.6 et 3.1.3, on a  N 
 S´ ´
ˆ ˆ ˆ ˆŽ . S, et en appliquant ce resultat a I
 I*, on obtient:  N 
 S S.´ `
3.1.7. Remarque. Si l’isometrie partielle I est reguliere, les algebres´ ´ ` `
ˆŽ . Ž . Ž . N ,  N et  N s’expriment en fonction de I seule.
Ž .Ž .3.1.8. PROPOSITION. Si I est reguliere, l’operateur i	  I est le pro-´ ` ´
jecteur orthogonal sur l’espace des ecteurs fixes et egal au projecteur de Haar´
GROUPOIDES QUANTIQUES FINIS¨ 247
ˆ ˆŽ . Ž .de S, ,  ,  . Il existe des ecteurs fixes resp. cofixes normalises. Pour toutˆ ˆ ´
ecteur fixe normalise la restriction de  est egale a  si et seulement si´ ´ `e
 
  . Pour tout ecteur cofixe normalise e la restriction de  a S´ ˆ `e e eˆ
est egale a  .´ `
Demonstration. Comme 
 , donc 
  , ainsi a t’on:´
d
1
 	 i e 
 tr	 i  	 1 eŽ . Ž . Ž . Ž . ,   , ž /ž /ž /d
d

 tr	 i 1	  eŽ . Ž . , ž /ž /ž /d
d

  n .0ž /d
On en deduit que´
d d
1
 
 n . 4Ž .0d d
d SNotons 
 , pour tout x dans S et E l’esperance conditionnelle´
d tr
Ž .canonique de L H sur S on a:
tr  x 
  x 
  	 i e xŽ . Ž . Ž . Ž .Ž . , 

 	  e 1	 x 
 	   xŽ . Ž . Ž . Ž .Ž .Ž . , 

 tr	 tr 	  I x	 1 I* 
 tr	 tr I* 	  I x	 1Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž . Ž .

 tr ES i	 tr I* 	  I x .Ž . Ž .Ž .Ž .Ž .
SŽŽ .Ž Ž . ..Ceci permet d’affirmer que 
 E i	 tr I* 	  I ; comme 

Ž .Ž ., qui est une forme positive, on en deduit que i	  I est autoadjoint.´
D’autre part:
i	  I i	  I 
 i	 	  I I 
 i	 	  I I IŽ . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .12 13 23 12 23

 i	 tr	 tr I I I 1	 	 Ž . Ž .Ž .23 12 23

 i	 tr	 tr I I 1	 	  IŽ . Ž .Ž .12 23 23

 i	 tr I 1	 i	 tr I* 	  IŽ . Ž . Ž .Ž .Ž .Ž .

 i	 tr I 1	 ES i	 tr I* 	  IŽ . Ž . Ž .Ž .Ž .Ž .Ž .

 i	 tr I 1	  
 i	  I .Ž . Ž . Ž . Ž .Ž .
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Ž .Ž .L’operateur i	  I est donc un projecteur orthogonal. Soit  un´
Ž .vecteur quelconque de H, en choisissant une base orthonormale 	 de Hi
on peut ecrire, compte tenu du lemme 2.1.1, que:´
i	  I  , Ž . Ž .
12 12
  	  I 
 I 	  	 , 	  	 5Ž . Ž .Ž . Ž .Ž .Ý ,  i i
i
12 12
 I 	  	 , e 	  	 6Ž .Ž . Ž .Ž .Ý i  ,  i
i
12 12 I 	  	 , e 	  	 7Ž .Ž . Ž .Ž .Ý i  ,  i
i
12 12 e 	  	 e 	  	 8Ž .Ž . Ž .ˆÝ  ,  i  ,  i
i
1212 12   n 	 e  	 	  9Ž . Ž .Ž .ˆÝ 	  0 i  ,  i
i
12 1212 12   n  	  n  	  10Ž . Ž . Ž .ˆÝ 	 	  0 i 0 i  
 i
12 122 2
12 1212 12ˆ  n   	  	  n Ž . Ž .ˆÝ 	 Ý 	0   i i   0ž / ž / i i
11Ž .
12
12 12d  Ž . 	 ,  	i iˆ  n  , Ý 0ž /ž /ž /di
12
12 12d  Ž . 	 ,  	i i  n  ,  12Ž .Ý 0ž /ž /ž /di
12 12d dˆ  n  ,   n  ,  13Ž .0 0ž / ž /ž / ž /d d
      . 14Ž .
Ž .Ž .Ceci permet d’affirmer que  est vecteur propre de i	  I pour la
valeur propre 1 si et seulement si les inegalites precedentes sont toutes des´ ´ ´ ´
Ž .egalites; et en particulier l’egalite 10 prouve l’existence d’un nombre reel´ ´ ´ ´ ´
ˆ 12 12 Ž . strictement positif C tel que pour tout i on a  n  	  	 
ˆ0   i
12 12 2 ˆ 12 12 2 12 Ž .  .   Ž  Ž .  .C  	 	  n  , or  
 Ý  n  	  	 
ˆi   0 i 0   i 
Ž  12 Ž .12 . 2 .12 Ž .Ý  	 	  n  , on en deduit que C
 1; l’egalite dans 8´ ´ ´i i   0
prouve alors l’existence, pour tout i d’un nombre complexe u de module 1i
Ž 12 . Ž 12 . Ž .tel que: I 	  	 
 u e 	  	 , l’egalite 6 prouve que u ne´ ´i i  ,  i i
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Ž .Ž .depend pas de i et comme  	  I  0, ce nombre vaut 1. Ceci´ 
permet d’affirmer que  est fixe. Reciproquement si e un vecteur fixe´
pour I on constate facilement que toutes les inegalites ci-dessus sont des´ ´
Ž .Ž .egalites: P
 i	  I est le projecteur orthogonal sur l’espace des´ ´
Ž . Ž .vecteurs fixes, il verifie donc l’egalite I P	 1 
 e P	 1 . Ainsi pour´ ´ ´  , 
Ž . Ž .Ž . Ž .Ž . ŽŽtoute forme  sur L H , on a: i	  I P
 i	  e P
  i	ˆ ,  t
.Ž .. Ž . Ž .Ž . Ž . Ž I P, de meme  P 
 i	  I* 
 P*
 P, enfin  P 
 i	ˆ ˆ tˆ
.Ž . Ž . Ž . e 
 i	   1 
 1, ceci caracterise le projecteur de Haar de´ , 
ˆ ˆŽ .S, ,  ,  .ˆ ˆ
Ž .Comme S est unitaire, il existe une forme  sur L H telle que0
Ž .Ž . 	 i I 
 1, en particulier, pour tout  , on a:0
  p i	  I 
  	   p 	 1 IŽ . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž . Ž .Ž .0 0

   	 i 1	  p IŽ . Ž .Ž .Ž .Ž .0

   p  0.Ž .Ž .
Ž  .Ž .Ž .En particulier  p i	  I n’est pas nul et le theoreme de Baire´ `
permet d’affirmer l’existence d’un vecteur  de H tel que pour tout  ,
Ž  .Ž .Ž . Ž .Ž . p i	  I  0, en notant 	
 i	  I  d’apres les lemmes`
2.1.4 et 2.5.8, on a
d   1 1Ž .	 , 	     
  p 	 ,	 p 
  p 	 ,  p 	 p .Ž . Ž . Ž .Ž . Ž .Ý Ýd m m  
d   Ž .	 , 	ceci est la preuve que n
 est inversible dans N; comme 	 est
d
Ž 1 1. Ž 1 1.fixe, d’apres le lemme 2.5.8 on a  n n 
  n n et d’apres le` `0 0
Ž 1 1. Ž 1 1.lemme 2.5.3, e
  n n 	
  n n 	 est fixe et normalise. Pour´0 0
les vecteurs cofixes normalises, on raisonne par dualite.´ ´
Si e est un vecteur fixe normalise tel que  
 , alors d’apres le rappel´ `e
3.1.2 
  qui peut s’ecrire  
   et reciproquement si un´ ´e e
vecteur fixe normalise est tel que  
   , d’apres le lemme 2.5.12,´ `e e
Ž .on a pour toute forme  sur L H et tout vecteur fixe normalise e:´
 	 i I 
 i	  I 
 i	  I 
 	 i I ,Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž . Ž . Ž .Ž .e e
ainsi  est bien la restriction de  a S. Pour tout element  dans H et` ´ ´e
tout vecteur cofixe normalise e, on peut ecrire que´ ˆ ´
  	 i I 
 I 	 e , 	 e 
 I 	 e , e 	 eŽ . Ž . Ž . Ž .Ž .ˆ ˆ ˆ ˆŽ . Ž .Ž .e   , ˆ

 I 	e , e 	e 
 e 	e , e 	eŽ . Ž . Ž . Ž .ˆ ˆ ˆ ˆŽ . Ž . ,   ,   , 
d  Ž .eˆ
  n  ,  
  , Ž .0ž /ž /d

  1Ž .
la restriction a S de la forme vectorielle  est egale a la co-unite de S.` ´ ` ´eˆ
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3.1.9. Remarque. Le deuxieme et le troisieme exemple traites dans le` ` ´
dernier chapitre prouvent l’existence d’isometries partielles multiplicatives´
regulieres pour lesquelles on peut trouver des vecteurs fixes normalises e´ ` ´
avec    .e e
3.1.10. PROPOSITION. Soit I une isometrie partielle multiplicatie reguliere,´ ´ `
alors elle engendre deux C*-algebres de Kac faibles si et seulement si n est` 0
dans les conditions du lemme 2.5.7 et dans ce cas la mesure de Haar de S
ˆ 1Ž . Ž . Ž Ž . .resp. de S est h x 
 tr  n x .0
ˆŽ . Ž . Ž .Demonstration. Supposons que  n 
  n 
  n , c’est donc un´ 0 0 0
ˆelement commun des centres de S et S, avec les notations du lemme´ ´
2.5.13, on a:
i	 h I i	 h IŽ . Ž . Ž . Ž .

 i	 h	 h I I 
 i	 h	 h I I IŽ . Ž . Ž . Ž .12 13 23 12 23

 i	 tr	 tr I I I 1	  n1 	  n1Ž . Ž . Ž .Ž .Ž .23 12 23 0 0

 i	 tr	 tr I I 1	  n1 	  n1 IŽ . Ž . Ž .Ž .Ž .12 23 0 0 23

 i	 tr I 1	 i	 tr I*  n1 	  n1 IŽ . Ž . Ž . Ž .Ž .Ž .Ž .ž 0 0

 i	 tr I 1	  n2 i	 tr I*I 
 i	 h I .Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž .Ž .Ž .Ž .0
Ž .Ž .Le lemme 2.5.13 et la remarque 2.5.14 permettent d’affirmer que i	 h I
est le projecteur orthogonal sur l’espace des vecteurs fixes, c’est a dire`
ˆŽ .Ž . Ž .i	  I , donc h
 , et c’est une trace, ainsi S et S est une C*-algebre`
de Kac faible.
ˆReciproquement si S et donc S sont des C*-algebres de Kac faibles, ´ `
s Ž .est une trace. Soit E 
 	 i  le poids operatoriel de Haar source et´
d tr sŽ . Ž . Ž .
 , d’apres 4 , on a: E  
  n , pour tous x, y dans S, on peut´  0d
ecrire, compe tenu du fait qu’il s’agit de traces:´
 E s  xy 
  E s E s xy 
  E s xy 
 tr E s xyŽ . Ž . Ž . Ž .Ž . Ž . Ž . Ž .Ž .    

 	 tr  xy 
 	 tr  x  yŽ . Ž . Ž . Ž .Ž . ŽŽ

 	 tr  y  x 
  E s  yx .Ž . Ž . Ž . Ž .Ž . Ž .
s Ž . Ž Ž ..On en deduit que E  
  n est dans le centre de S ce qui´  0
permet d’affirmer, compte tenu du corollaire 2.3.2 et du lemme 2.5.7, que:
ˆŽ . Ž . Ž . n 
  n 
  n .0 0 0
Ž     .3.1.11. PROPOSITION cf. EV , 5.5, 6.4; E2 , 6.3, 7.1 . Soit M M une0 1
inclusion d’algebres de on Neumann en profondeur deux, dotee d’un poids` ´
operatoriel regulier, de groupe modulaire identique. Si on suppose que M  ´ ´ 0
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Ž .M est de dimension finie ou M designe la construction de base , alors` ´2 2
l’isometrie partielle multiplicatie I associee est reguliere. Ainsi, M  M´ ´ ´ ` 0 2
possede une structure de C*-algebre de Hopf faible.` `
 Demonstration. Avec les notations de EV , si I est l’isometrie partielle´ ´
 sur  	 associee par le theoreme 6.4 de EV a l’inclusion, la´ ´ ` `1 1
 proposition 6.8 de E2 permet dans ce cas d’affirmer l’existence d’un
Ž . Ž .Ž .automorphisme lineaire d’algebre de L  tel que l’image de i	  I*´ ` 1
Ž .Ž . Ž .est i	  I pour toute forme lineaire  sur L  , en particulier si´ 1
Ž .Ž . Ž .Ž .i	  I* 
 0 alors i	  I 
 0, ce qui prouve que toute forme
lineaire qui s’annule sur S* doit aussi s’annuler sur S et donc que S* S,´
ce qui entraıne que S** S* d’ou l’egalite de S et S*. De meme, leˆ ` ´ ´ ˆ
ˆŽ .  theoreme 7.1 iii de E2 amene par le meme raisonnement au fait que S´ ` ` ˆ
est involutive, la proposition 3.1.5 permet de conclure que I est reguliere.´ `
Ž  .La proposition 3.1.3 entraıne que S est egale a  M M  et qu’elleˆ ´ ` 1 0 2
possede une structure de C*-algebre de Hopf faible; d’apres le theoreme` ` ´ ´ `
  Ž  . 3.8 de EV ,  M M est en position standard dans  donc M M1 0 2 1 0 2
est anti-isomorphe a S, elle possede par transport egalement une structure` ` ´
de C*-algebre de Hopf faible.`
3.2. Toute C*-Algebre de Hopf Faible est Engendree par Une Isometrie` ´ ´
Partielle Multiplicatie Reguliere´ `
Dans ce paragraphe, on etablit une reciproque du precedent. On con-´ ´ ´ `
Ž .sidere une C*-algebre de Hopf faible A, ,  ,  , pour laquelle  est` `
involutive sur les sous algebres de Cartan. On construit une isometrie` ´
partielle multiplicative pour laquelle les constructions du paragraphe
precedent redonnent l’objet de depart.´ ´ ´
Ž .3.2.1. Notations. Le triplet H, , designe la representation de´ ´
Gelfand Segal de , tr designera la trace canonique de H et on notera´
Ž t .sans reference a  les divers objets de la theorie de Tomita J, ,  , . . . .´ ´ ` ´
Ž . On appellera N la sous algebre de Cartan but de A,  , 
  N, et on`
ˆŽ . Ž .definit  par la relation  n 
 J n* J pour tout n dans N et 
´
  N. Il est clair que tr
 tr , d’autre part, tr est la trace
canonique de l’algebre A elle est donc invariante par tout automorphisme`
ˆŽ . Ž .  Ž . resp. antiautomorphisme de A, on a tr
 tr  N
 tr N

ˆŽ .tr , le triplet N,  ,  ,  est donc dans les conditions pour constituer
une base.
Ž .3.2.2. LEMME. Pour tous n dans N et x dans A, on a:  n  x
 xn.
 Demonstration. D’apres le lemme 4.12 de BoSzNi , on peut affirmer´ `
que N est dans le centralisateur de  le lemme en decoule.´
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3.2.3. THEOREME. L’adjoint I de l’operateur W, sur H	H, defini pour´ ` ´ ´
ŽŽ .Ž .. Ž .Ž Ž .Ž ..tous x, y dans A par W 	 x	 y 
 	  y x	 1 est une
ˆŽ .isometrie partielle multiplicatie reguliere de base N,  ,  ,  au sens de la´ ´ `
Ž .definition 2.2.3 et la representation de GelfandNaimarkSegal GNS la´ ´
ˆ ˆŽ .rend isomorphe a S, ,   aec les notations de la proposition 3.1.3.` ˆ ˆ
Demonstration. Notons  la volte de H	H, d’apres la proposition´ `
  Ž . Ž .2.1.11 de NV2 et le lemme 2.1.3 4 , il existe une decomposition  1 
´
Ž .  Ý  n 	 n ou tous les n , n sont dans N, telle que e 
` ˆk
1, . . . , p k k k k  
ˆ  Ž . Ž . Ž . Ž .Ý  n 	  n et e 
Ý  n 	  n . Pour tousk
1, . . . , p k k  ,  k
1, . . . , p k k
x, y dans A, on peut ecrire d’apres le lemme 3.2.2 que:´ `
e  x	 y ,  x	 yŽ . Ž .Ž . , 

  n  x	  n  y ,  x	 yŽ . Ž .Ý k kž /
k
1, . . . , p

  xn 	n y ,  x	 yŽ .Ý k k
k
1, . . . , p

 	  x*	 y* xn 	 n yŽ . Ž . Ž .Ž .Ý k k
k
1, . . . , p

  x*xn  y*n yŽ . Ž .Ý k k
k
1, . . . , p

  x*x 2 n  n y y*Ž . Ž .Ž .Ž .Ý k k i
k
1, . . . , p

  x*x i	   n 	 n 1	 y y*Ž . Ž . Ž .Ž .Ý k k iž /ž /ž /ž /k
1, . . . , p

  x*x i	   1 1	 y y*Ž . Ž . Ž .Ž .Ž .Ž .Ž .i

  x*x i	   y y*Ž . Ž .Ž .Ž .Ž .i

  	 i x*x	 1  y y*Ž . Ž . Ž .Ž .Ž .Ž .Ž .i

   	 i x*x	 1  y y*Ž . Ž . Ž .Ž .Ž .Ž .Ž .Ž .i

  	 i  x*x y y* 	 1Ž . Ž . Ž .Ž .Ž .Ž .i

 	   x*x y y* 	 1Ž . Ž . Ž .Ž .Ž .i

 	  y*	 1  x*  x y	 1Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž .

 	  x y	 1 , 	  x y	 1Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž .Ž .

 W   x	 y , W   x	 yŽ . Ž .Ž .

 W *W   x	 y ,  x	 y .Ž .Ž .
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On en deduit que W *W
 e 
 e , donc II*
 e , I est donc´  ,   ,   , 
une isometrie partielle de projecteur final e . Comme pour tous x, y´  , 
ŽŽ .Ž .. Ž . Ž .Ž .Ž Ž .Ž ..dans A, W  	  x 	 y 
  	   1  	   y x 	 1 

Ž .Ž Ž .Ž .. Že 	  y x	 1 , on en deduit que le projecteur final de W i.e.,´ˆ , 
.initial de I est majore par e mais ces projecteurs ont la dimension de´ ˆ , 
e , donc le projecteur initial de I est e .ˆ ,   , 
Pour tous n, n dans N, et tous x, y dans A, on a:
ˆW  n 	  n  x	 yŽ . Ž . Ž .Ž .

W  xn	 n y 
 	   n y xn	 1Ž . Ž . Ž . Ž .Ž . Ž .Ž .

 	 1	  n  y x	 1 n	 1Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž . Ž .Ž .
ˆ
  n 	  n W  x	 y .Ž . Ž . Ž .Ž .
ˆŽ . Ž .On en deduit que W est dans le commutant de  N 	  N , donc son´
adjoint I aussi. De meme on peut ecrire que:ˆ ´
W 1	  n  x	 yŽ . Ž .Ž .

W  x	ny 
 	  ny x	 1Ž . Ž . Ž . Ž .Ž .

 	 n	 1  y x	 1 
  n 	 1 W  x	 y .Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž . Ž .
Ž Ž . . Ž Ž ..On en deduit que I  n 	 1 
 1	  n I. En outre, les egalites sui-´ ´ ´
vantes sont vraies:
ˆW  n 	 1  x	 yŽ . Ž .Ž .

W  n x	 y 
 	  y  n x	 1Ž . Ž . Ž . Ž .Ž . Ž .Ž .

 	  y x	 n 
 1	  n W  x	 y .Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž . Ž .
ˆŽ Ž . . Ž Ž ..On en tire que  n 	 1 I
 I 1	  n . Enfin, l’egalite pentagonale:´ ´
I I I 
 I I se montre par le meme raisonnement que la propositionˆ12 13 23 23 12
   3.7 de Y car les lemmes 3.4, 3.5, et 3.6 de Y restent valables dans ce
ˆŽ .contexte, donc I est une isometrie partielle de base N,  ,  ,  .´
Comme W a pour support final e , on en deduit que l’espace vectoriel´ˆ , 
 Ž .Ž . 4 Ž .Ž .engendre par  y x	 1 x, y A est egal a  1 A	 A . Pour tous´ ´ `
Ž .Ž Ž .Ž .. Ž Ž .. Ž Ž ..x, y dans A, on a:    y x	 1 
 1	  x   y donc
 Ž .Ž . 4l’espace vectoriel engendre par  y 1	 x x, y A est aussi egal a´ ´ `
Ž .Ž . Ž .Ž Ž .Ž . 4. 1 A	 A et en particulier, i	   y 1	 x x, y A engendre
A. Un calcul immediat permet d’affirmer que pour tous a, b dans A, on a´
Ž .Ž . ŽŽ .Ž Ž .Ž ... Ž .i	  I 
  i	   b* 1	 a , comme le dual de L H est a,  b
ˆlineairement engendre par les formes  , S est l’espace vectoriel´ ´  a,  b
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ˆŽŽ .Ž Ž .Ž . 4.. Ž .engendre par  i	   y 1	 x x, y A , donc S
  A et I est´
reguliere.´ `
Ainsi on peut faire les constructions du lemme 3.1.3. Pour tous a, x, y
dans A on a:
W 1	  a  x	 yŽ . Ž .Ž .

 	  ay x	 1 
 	  a  y x	 1Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž . Ž .

 	  a  y x	 1 
 	   a W  x	 yŽ . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž . Ž .
Ž Ž .. Ž .Ž Ž ..ceci permet d’affirmer que I* 1	  a 
 	   a I* donc on a les
egalites suivantes:´ ´
ˆ  a 
 	   a I*I
 	   a eŽ . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž . Ž . Ž . ˆ , 

 	   a 	   1 
 	   a ,Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž . Ž . Ž .
ˆ 1Ž .d’ou l’egalite: 
 	   . Pour tous a, b dans A, comme on a` ´ ´
Ž .Ž . ŽŽ .Ž Ž .Ž ...i	  I 
  i	   b* 1	 a ceci permet d’ecrire que:´ a,  b
 i	  IŽ . Ž .Ž .ˆ  a ,  b

 i	  I* 
 i	  I *Ž . Ž . Ž . Ž . a ,  b  b ,  a

  i	   a* 1	 b *
  i	  1	 b*  aŽ . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž . Ž .Ž . Ž .

   i	   b* 1	 a 
 1 i	  I .Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž .Ž . Ž . a ,  b
Donc il est vrai que 
 1. Enfin pour tous x, y dans A, on a:ˆ
 1 i	  IŽ . Ž .Ž .Ž . a ,  b

  i	   b* 1	 a 
  	 i  b* a 
  b*aŽ . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž . Ž .Ž . Ž .

  1 .Ž . a ,  b
Le theoreme en decoule.´ ` ´
Ž .3.2.4. COROLLAIRE. Si A, ,  ,  est une C*-algebre de Hopf faible,`
 Ž .Ž . 4 Ž Žl’espace ectoriel engendre par  y x 	 1 x, y  A resp. 1 	´
. Ž . 4. Ž .Ž . Ž Ž . Ž ..x  y x, y A est egal a  1 A	 A resp. A	 A  1 . L’ensemble´ `
 Ž .Ž . Ž .Ž .4x A y, y A,  y x	 1 
  1 x	 y est un ideal a droite de A´ `
dont l’image par  est l’espace des ecteurs fixes pour I et son plus grand
projecteur est le projecteur de Haar de A.
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Demonstration. La premiere assertion a ete montree explicitement´ ` ´ ´ ´
dans la preuve du theoreme 3.2.3. Si h est le projecteur de Haar de A, il´ `
ˆŽ . Ž .est clair que  h est le projecteur de Haar de S
  A donc le 
projecteur orthogonal sur l’espace des vecteurs fixes de I et d’autre part
l’espace des vecteurs fixes est par definition l’image par  de x A y,´ 
Ž .Ž . Ž .Ž .4y A,  y x	 1 
  1 x y qui est un ideal a droite de A, le´ `
corollaire en decoule.´
´4. DES EXEMPLES D’ISOMETRIES PARTIELLES
MULTIPLICATIVES
Dans ce chapitre on developpe l’exemple des groupoıdes finis qui´ ¨
 caracterise le cas commutatif, on utilisera les notations de R pour la´
theorie des groupoıdes. On donne un exemple qui engendre une C*-algebre´ ¨ `
de Hopf faible puis un autre engendrant une algebre de Kac faible. Dans`
les deux derniers cas, on exhibe des vecteurs fixes normalises dont la´
forme vectorielle associee n’est pas la mesure de Haar normalisee.´ ´
4.1. Isometrie Partielle Multiplicatie Associee a Un Groupoıde Fini´ ´ ` ¨
Dans ce paragraphe, on designe par G un groupoıde fini, G0 est´ ¨
l’ensemble des unites, r et s sont les applications but et source a valeur´ `
dans G0. On note H l’espace hilbertien des fonctions sur G a valeurs`
Ž . Ž . Ž .complexes muni du produit scalaire: f , h 
Ý f g h g , pour toutesgG
Žfonctions f , h sur G; on definit une application lineaire I de H	H qui´ ´ G
.s’identifie a l’espace des fonctions sur G  G vers lui meme, en posant;` ˆ
pour toute fonction  sur G  G
I  g , g  
  g , g1 g  si r g 
 r g Ž . Ž . Ž .Ž .G
I  g , g  
 0 si r g  r g  .Ž . Ž . Ž .G
Ž .On note C G l’algebre involutive des fonctions numeriques sur G` ´
operant sur H par multiplication ponctuelle, et G l’algebre du groupoıde´ ` ¨
Ž .G, c’est a dire celle engendree dans L H par les isometries partielles` ´ ´
 Ž . 4 Ž . Ž . Ž 1 . g gG definies pour tout f dans H par  g f t 
 f g t si´
Ž . Ž . Ž . Ž .r t 
 s g et  g f t 
 0 sinon. Un calcul immediat donne le resultat´ ´
Ž  .suivant montre dans un cadre beaucoup plus general dans Val1 :´ ´ ´
4.1.1. PROPOSITION. I est une isometrie partielle multiplicatie, sa base´G
Ž 0. 0s’identifie a l’algebre C G des fonctions numeriques sur G . La representa-` ` ´ ´
ˆ Ž . Ž .tion  ainsi que les anti-representations,  ,  sont definies par:  n 
  n´ ´
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ˆ 0Ž . Ž . Ž
 n r et  n 
 n s pour tout n dans C G . Le support initial e resp.ˆ , 
. 2 Ž . Ž .final e est la fonction caracteristique de G 
 g, g  G  Gs g´ ,  s, r
Ž .4 Ž 2 Ž . Ž . Ž .4.
 r g  resp. G 
 g, g  G  Gr g 
 r g  . L’algebre S est`r , r
ˆ Ž .egale a G et S a C G , ainsi I est reguliere. De plus on a, pour toute´ ` ` ´ `G
ˆ 2 ˆŽ . . Ž . Ž . Ž .Ž .fonction f sur G:  f g, g  
 f gg  si g, g  G et  f g, g  
 0s, r
Ž .Ž . Ž 1 . Ž . Ž .0sinon,  f g 
 f g et  f 
Ý f u . De meme pour tout g dansˆ ˆ ˆuG
Ž Ž .. Ž . Ž . Ž Ž .. Ž 1 . Ž Ž ..G on a:   g 
  g 	  g ,   g 
  g et   g 
 1.
Toutes les constructions de cet article ont ici leur interpretation.´
ŽL’isometrie I est indecomposable ou de maniere equivalente, dans ce´ ´ ` ´G
.cas, connexe si et seulement si le groupoıde est transitif et coconnexe si et¨
seulement si G est un groupe. En ce sens, cet exemple est a l’oppose de` ´
celui des inclusions de facteurs de type II traite par Vainerman et´1
 Nikshych dans NV2 qui est biconnexe. L’indice de I est la fonction n sur0
0 u u  Ž . 4 ŽG : u Card G ou G est la fibre gGr g 
 u. Un vecteur une`
. 0fonction de H est fixe si et seulement si son support est inclus dans G , il
est normalise si et seulement si sa valeur absolue est la fonction caracteris-´ ´
tique de G0, un vecteur est cofixe si et seulement s’il est constant sur
 Ž . 4 0chaque fibre G 
 xGs x 
 u pour tout uG , il est normalisee´u 1si de plus la valeur absolue au carre de chaque constante est´
Card G u
1Ž . Ž .
 . On peut alors affirmer que tout vecteur fixe resp. cofixeuCard G
normalise est dans les conditions du lemme 2.5.12 et en vertu de la´
proposition 3.1.8 il permet d’obtenir la mesure de Haar normalisee pour S´
ˆŽ . Ž Ž ..resp. S , ainsi la mesure de Haar  pour S est donnee par   g 
 1 si´
0 Ž Ž ..gG et   g 
 0 sinon, de meme si  designe la fonctionˆ ´g
ˆ ˆ 4 Ž .caracteristique de g la mesure de Haar sur S est donnee par  ´ ´ g
1 1
 
 .
r Ž g . Card GCard G sŽ g .
4.1.2. Remarque. Les deux exemples de la proposition 4.1.1 avaient
 deja ete mis en lumiere par Yamanouchi dans Y ou est developpee une´ ` ´ ´ ` ` ´ ´
 theorie equivalente a celle d’algebre de Kac faible NV1 . Il prouve ainsi´ ´ ` `
Ž .theoreme 7.32 que toute algebre de Kac faible commutative est a´ ` ` `
isomorphisme pres l’algebre de fonctions sur un groupoıde fini avec les` ` ¨
structures rappelees ci-dessus.´
4.1.3. DEFINITION. On dit qu’une isometrie partielle multiplicative I´ ´
est commutative si et seulement si I I 
 I I , et cocommutative si et13 23 23 13
seulement I* est commutative.
4.1.4. Remarque. I est commutative si et seulement si S est commuta-
tive.
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4.1.5. PROPOSITION. Il existe une correspondance bi-unioque entre
isometries partielles multiplicaties commutaties et groupoıdes finis.´ ¨
Demonstration. Si G est un groupoıde fini alors l’isometrie partielle´ ¨ ´
multiplicative duale de celle associee par la proposition 4.1.1 est commuta-´
ˆtive puisque S est commutative. Reciproquement, si I est commutatif,´
ˆd’apres le corollaire 2.3.2 on a: 
  et le lemme 2.5.7 permet d’affirmer`
ˆŽ . Ž . Ž .que  n 
  n 
  n comme on peut se ramener au cas ou I est`0 0 0
indecomposable, on peut alors supposer que n est scalaire et d’apres la´ `0
Ž .Ž .proposition 3.1.8 l’operateur h	 i I est le projecteur orthogonal sue´
l’espace des vecteurs cofixes, l’isometrie partielle I possede des vecteurs´ `
ˆcofixes normalises. Comme 
  , d’apres le lemme 2.5.12, si e est un´ `
vecteur cofixe normalise, P est le projecteur orthogonal sur l’espace des´ e
Ž .Ž .vecteurs cofixes, si e
 i	 h I e est le vecteur fixe associe, alors pour´
tout n dans N, d’apres le lemme 2.5.4 on a:`
  n 
  n e, i	 h I e 
  n e, i	 h I eŽ . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž . Ž . Ž .e , e

 i	 h I  n e, i	 h I eŽ . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž .

  n i	 h I e, i	 h I e 
   n .Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž . Ž .e , e
Ž . Ž . Ž .Donc   est une forme positive poids egale a  . Soit n´ `e, e e, e
Ž .Ž ..dans N tel que   n*n 
 0, alors avec les notations de la proposi-e, e
tion 2.5.11 et grace au lemme 2.5.4, on a:ˆ
tr  n*n PŽ .Ž .e

 tr  n*n P 
 tr P n*n 
 tr  	 i I*  n*nŽ . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž . Ž . Ž .e e e

  	 tr I* 1   n*n 
  	 tr I*  n*n 	 IŽ . Ž . Ž . Ž .Ž . Ž .Ž . Ž .e e

  i	 tr I*  n*n 
 1 i	 h I*  n*nŽ . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž . Ž .e e

  i	 h I*  n*n e, e 
   n*n 
 0.Ž . Ž . Ž . Ž .Ž . Ž .e , e
Ž .Cette egalite permet d’affirmer que  n*n s’annule sur l’image de P , en´ ´ e
particulier d’apres la proposition 2.5.11 et le fait que e soit normalise,` ´
on peut ecrire que:´
ˆtr  n*n 
   n*n 
 0Ž . Ž .Ž .Ž . e
donc n
 0, ainsi   est fidele et I est reguliere d’apres la proposi-` ´ ` `e, e
Ž .tion 2.6.7, on peut donc construire la C*-algebre de Hopf faible S, ,  ,  ,`
de plus S etant commutative la mesure de Haar normalisee est une trace,´ ´
Ž .et S, ,  ,  est une C*-algebre de Kac faible commutative et est`
associee a un groupoıde fini.´ ` ¨
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4.2. Une Isometrie Partielle Multiplicatie Engendrant Une C*-Algebre de Kac´ `
Faible
On utilise le procede de la proposition 3.2.3 a l’algebre de Kac faible´ ´ ` `
Ž Ž . . Ž    2M  , ,  ,  mise a jour de trois points de vue dans EV , 8.4, NV1 ,`n
 . Ž . Ž . Ž .23.2.2, BoSz2 . On identifie ici M  et M  	M  et on considere`n n n
Ž . Ž .2l’unite matricielle canonique de M  : e , 1 i, j n. Pour tous x, y´ n i j
Ž .dans M  , on a:c
 x	 y 
 x	 p	 yŽ .
 x	 y 
 y t	 x tŽ .
 x	 y 
 n tr y t x ,Ž . Ž .M Ž .n
1 tou p
 Ý e 	 e et signifie la transposition des matrices. Ainsi les` i j i j i jn
Ž .sous algebres de Cartan source et but, isomorphes a M  , sont respec-` ` n
Ž . Ž .tivement 1	M  et M  	 1. Les co-unites source et but sont´n n
donnees par les formules:´
 x	 y 
 xy t	 1  x	 y 
 1	 x t y.Ž . Ž .t s
On en deduit aisement que le projecteur de Haar est p. Comme il s’agit´ ´
Ž .2d’une algebre de Kac faible, la mesure de Haar est une trace  sur M ` n
Ž . Ž . Ž .2avec i	   1 
 1, c’est donc la trace canonique de M  .n
Du fait que les sous algebres de Cartan sont simples, l’isometrie par-` ´
tielle multiplicative I associee par la proposition 3.2.3 a un indice n´ 0
Ž Ž 1 ..scalaire. Donc la trace dans la representation GNS de  est: tr  n´ H 0

Dim N
 n2, c’est donc n21 . L’espace des vecteurs fixes a pourM Ž .2n
 4base l’image par  de F 
Ý e 	 e i, j
 1, . . . , n . Soit e
 jl u u j ul
Ž . Ž .Ý c F un vecteur fixe quelconque et X
 c la matrice de M j, l jl jl i j n
Ž .correspondante, il est normalise si et seulement si tr X*X 
 n, il´ M Ž .n
Ž .Ž 1 .verifie la condition 
 tr n  si et seulement si X*X
´ 0
1 . L’espace des vecteurs cofixes est l’image par  de la sous algebre`M Ž . n
Ž .de Cartan source. Un vecteur cofixe e
 1	 x est normalise si et´
ˆ Ž . Ž .Žseulement si tr x*x 
 n, il verifie la condition  
 tr n´M Ž . e 0n1 . si et seulement si x*x
 1 .M Ž .n
Cet exemple n’est donc pas dans les conditions du lemme 2.5.12.
4.3. Une Isometrie Partielle Multiplicatie Engendrant Une C*-Algebre de´ `
Hopf Faible a Antipode Non Inolutie`
Nous developpons ici l’exemple de l’isometrie partielle multiplicative´ ´
associee par la proposition 3.2.3 a la C*-algebre de Hopf faible etudiee´ ` ` ´ ´
 dans le chapitre 5 de BoSz1 , nous nous y referons pour les details de´ ´ ´
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Ž . Ž . i, j k , lcalculs. On a A
M  M  , en notant e , e les unites ma-´2 3 0 1
Ž . Ž .tricielles canoniques respectives de M  et M  , le projecteur de Haar2 3
1 i, j Ž .est h
 Ý e , la sous algebre de Cartan but resp. source est abelienne` ´i, j 02
Ž 1, 1 1, 1. Ž 2, 2 2, 2 3, 3. Žde dimension 2 et egale a  e  e  e  e  e resp.´ ` 0 1 0 1 1
Ž 1, 1 3, 3. Ž 2, 2 1, 1 2, 2 .. e  e  e  e  e . Un calcul, que nous n’infligerons0 1 0 1 1
Ž Ž .Ž Ž ..pas au lecteur utilisant les egalites 
 , i	   1 
 1 et pour´ ´
Ž .ŽŽ . Ž .. Ž .Ž Ž .Ž ....tous x, y dans A: i	  1	 y  x 
  i	   y 1	 x permet
d’expliciter la mesure de Haar normalisee de A,´
 ei , j 
 0, k
 0, 1, i  jŽ .Ž .k
1
1, 1 1, 1 3, 3 e 
  e 
  e 
Ž . Ž . Ž .0 1 1 2
'3 5
2, 2 e 
Ž .0 4
'5  1
2, 2 e 
 .Ž .1 4
Ž i, j.Ainsi  e est une base orthogonale de l’espace H de la represen-´ k k , i, j 
tation de GNS de , ce qui permet un calcul aise des traces d’operateurs´ ´
dans cet espace, et avec les notations de 2.1.5:
tr pŽ .m    1, 1 1, 1 2, 2 2, 2 3, 3n 
 p 
 p 
 5 e  e  8 e  e  e .Ž . Ž .Ý Ý0 0 1 0 1 12n n  
D’apres le corollaire 3.2.4, l’espace des vecteurs fixes est l’image par  de` 
 Ž 1, 1 2, 1. Ž 1, 2 2, 2 . 4l’ensemble des matrices x e  e  y e  e x, y . Soit e0 0 0 0
Ž 1, 1 2, 1. Ž 1, 2 2, 2 .
 x e  e  y e  e un vecteur fixe quelconque, il est nor-0 0 0 0
1, 1 2, 2Ž . Ž .malise si et seulement si xx e  yy e 
 1, il verifie la condition´ ´0 0
11 1, 1 2, 2Ž .Ž . Ž . Ž . 
 tr n  si et seulement si xx e 
 yy e 
 .e 0 0 0 2
L’espace des vecteurs cofixes est l’image par  de la sous algebre de`
Ž Ž 1, 1 3, 3. Ž 2, 2 1, 1 2, 2 ..Cartan source. Soit e
  x e  e  y e  e  e un 0 1 0 1 1
vecteur cofixe quelconque, il est normalise si et seulement si xx yy
 2,´
1ˆ Ž .Ž .il verifie la condition  
 tr n  si et seulement si xx
 yy
´   0
1. Cet exemple n’est pas dans les conditions du lemme 2.5.12.
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